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Sazˇetak
Crne rupe su gravitacijski objekti koje predvida opc´a teorija relativnosti kao
rezultat potpunog gravitacijskog kolapsa materije. Jedno od zanimljivih svoj-
stava crnih rupa rupa je mali broj parametara kojima su potpuno opisane u
konacˇnom stanju, neovisno o procesu nastajanja i materiji od koje su nastale.
Taj je teorijski rezultat postao poznat kao hipoteza: ,,crne rupe nemaju kosu”,
gdje je kosa svako polje pridruzˇeno crnoj rupi koje pridonosi povrsˇinskom
integralu u prostornoj beskonacˇnosti (analogno Gaussovom zakonu u elek-
trostatici). Vazˇan doprinos temi su dali dokazi o jedinstvenosti Schwar-
zschildovog prostor-vremena kao staticˇnog, sfernosimetricˇnog, asimptotski
ravnog vakuumskog rjesˇenja Einsteinovih jednadzˇbi, i Reissner-No¨rdstromo-
vog kada je prisutno elektromagnetsko polje. Isto vrijedi za Kerrovo i Kerr-
Newmanovo rjesˇenje za stacionaran slucˇaj.
Prvi dokazi gornje hipoteze su Bekensteinovi dokazi koji su iskljucˇili
moguc´nost postojanja sˇiroke klase polja oko staticˇne i stacionarne crne rupe.
Ubrzo se pokazala vazˇnost ukljucˇenih pretpostavki i da je postojanje kose
moguc´e ako se neka od njih izostavi. Opc´i uvjeti za (ne)postojanja kose su
postali nejasni. U ovom radu smo detaljno prosˇli kroz Bekensteinove teoreme
i dali pregled pronadenih kosa i njihovih svojstava. Medu njima je i donja
granica ’duljine kose’ dokazana za vrlo opc´eniti slucˇaj, ali opet narusˇena u
nekim modelima. Vazˇno je koje pretpostavke su ukljucˇene u dokaze odsustva
kose. U vec´ini slucˇajeva, jedna od njih je ista simetrija metrike i polja mate-
rije, a njenim izostavljanjem dolazimo do nekoliko rjesˇenja. Analizirali smo
moguc´e slucˇajeve nenasljedivanja simetrije za skalarna polja. Na kraju smo
ukazali na moguc´u provjeru rezultata eksperimentima u tijeku, cˇime se tes-
tira i sama opc´a teorija relativnosti, a moguc´e je i nalazˇenje novih fizikalnih
polja.
Black hole hair
Abstract
Black holes are gravitational objects predicted by general theory of relativity
as a result of absolute gravitational collapse of matter. One of their interes-
ting feature is that they are completely described by only few parameters
in a final state, despite of precise process and matter from which they were
formed. This theoretical result has become known as hypothesis: ,,black ho-
les have no hair”, where hair is every field associated with black hole that
contribute to the surface integral in spacelike infinity (analog to the Gauss
integral in electrostatics). Big contribution to the topic was given by the-
orems about uniqueness of Schwarzschild spacetime as static, spherically
symmetric, asimptotically flat vacuum solution of Einstein’s equations, and
Reissner-No¨rdstrom, in the presence of electromagnetic field. The same is
true fot Kerr and Kerr-Newman solutions in stationary case.
First proofs of above hypothesis were Bekenstein’s proofs which excluded
existence of wide range of fields around static and stationary black holes.
Soon was shown the importance of included assumptions and that black
hole hair can exist if some of them were omitted. General conditions for
(non)existence of hair became unsettled. In this work we have gone in de-
tail through Bekenstein’s theorems and gave review of existing hair and their
characteristics. Lower bound on ’hair length’ is among them. While pro-
ved for fairly general case, it’s still violated in some models. It’s important
to note on which assumptions are based no-hair theorems. In most cases,
one of them is equivalence of symmetry between matter fields and metric.
Leaving it out, sometimes we can find hair. We have analyzed possible sym-
metry non-inheritance of scalar fields. In the end we pointed to possible
testing with ongoing experiments, which would also test general relativity
and could lead to finding new fields in nature.
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1 Uvod
Danasˇnja najbolja i eksperimentalno dobro potvrdena teorija gravitacije, opc´a te-
orija relativnosti, izjednacˇava gravitacijsku silu sa geometrijom kontinuuma zvanog
prostor-vrijeme. Iz teorije proizlaze neke zanimljive pojave, kao ovisnost prostorne
i vremenske udaljenosti dva dogadaja o opazˇacˇu (dilatacija vremena i kontrakcija
duljine), te promjena valne duljine i zakrivljenost putanje svjetlosti prolaskom blizu
masivnog objekta (gravitacijski crveni pomak i gravitacijske lec´e). Te se pojave mjere
eksperimentalno i opazˇanjima. Opc´a teorija relativnosti predvida i nekoliko tipova
singularnosti – ’tocˇke’ beskonacˇne zakrivljenosti prostor-vremena. Jedna od njih je
veliki prasak, pocˇetak svemira u kojeg se nalazimo. Drugi tip singularnosti, i jedini
kojeg ocˇekujemo nac´i u svemiru, je unutar objekata zvanih crne rupe1, lokaliziranih
objekata takve zakrivljenosti prostor-vremena da niˇsta iz njih ne mozˇe izac´i. Indi-
rektno opazˇanje crnih rupa se postizˇe proucˇavanjem gibanja zvijezda i drugih astro-
fizicˇkih objekata, kao i promjene valne duljine i skretanja putanja svjetlosti oko vrlo
lokaliziranih i masivnih podrucˇja svemira koja ne zracˇe. Na taj su nacˇin crne rupe
zvjezdanih masa nadene unutar galaksija medu plinom i zvijezdama, a supermasivne
crne rupe (mase vec´e od 100 000 Suncˇevih masa) u srediˇstima gotovo svake proma-
trane galaksije. Vazˇna svojstva crnih rupa su simetricˇnost i jedinstvenost koju su za
specijalne slucˇajeve prvi dokazali Israel [20,21] i Carter [22]; tzv. teoremi jedinstve-
nosti. To je rezultiralo pretpostavkom da su crne rupe potpuno opisane sa nekoliko
parametara; masom, angularnim momentom (zamahom) i elektricˇnim nabojem, sˇto
je postalo poznato kao hipoteza:
”
crne rupe nemaju kosu” (NHC2) [2]. Neko vri-
jeme se tu pretpostavku smatralo teoremom, a prve korake u njenom dokazivanju
napravio je Bekenstein [25] dokazavsˇi nemoguc´nost postojanja skalarnog ili masiv-
nog vektorskog polja (kose) oko staticˇne crne rupe. U narednim godinama uslijedili
su dokazi, protuprimjeri i razlicˇiti blazˇi oblici teorema. U ovom radu pokusˇat c´emo
razjasniti kakvu kosu crne rupe mogu imati i pod kojim uvjetima, u kojem obliku
vrijedi NHC, ako uopc´e vrijedi, motivirati zanimanje za kosu crnih rupa i diskutirati
moguc´nosti eksperimentalne provjere rezultata.
Prvo c´emo izlozˇiti opc´u teoriju relativnosti u 2. poglavlju. Spomenutim teore-
mima jedinstvenosti c´emo zapocˇeti 3. poglavlje, a zatim precizno definirati kosu,
te objasniti razliku sekundarne i primarne. U 4. poglavlju izlozˇit c´emo originalne
Bekensteinove dokaze koji su potaknuli mnoge kasnije radove. U 5. poglavlju proc´i
c´emo kroz protuprimjere i vidjeti na koji se nacˇin mogu zaobic´i Bekensteinovi i drugi
dokazi, te navesti one koji idu u prilog teoremu. Zadrzˇat c´emo se na teoremu
”
crne
rupe nemaju kratku kosu”3, koji govori o donjoj granicˇnoj ’duljini kose’, tj. minimal-
nom podrucˇju prostiranja polja od crne rupe izrazˇenom preko njenog radijusa. Ipak,
1Postoje i tzv. gole singularnosti cˇija je moguc´nost fizikalnog postojanja iskljucˇena pretpostavkom
kozmiˇcke cenzure [1] koja kazˇe da su sve singularnosti u svemiru sakrivene horizontom dogadaja.
2engl. no hair conjecture
3U literaturi poznat kao ”no short hair conjecture”
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odredeni modeli polja, kao anizotropni fluidi, ne posˇtuju nuzˇno tu granicu. Pritom se,
kao i kod nekih drugih skalarnih kosa koje c´emo navesti, kljucˇnom pokazuje razlika
simetrije polja materije i prostor-vremena, sˇto je tema 6. poglavlja. Nakon teorijskih
predvidanja postavlja se pitanje eksperimentalne provjere, a odgovor mozˇda dobi-
jemo uskoro. Naime, u tijeku je rad na projektu Event horizon telescope o kojem c´emo
pisati u 7. poglavlju. Konacˇno, zavrsˇit c´emo raspravom i zakljucˇcima u 8. poglavlju.
U cijelom radu koristimo prirodni sustav jedinica u kojem je G = c = ~ = 1.
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2 Opc´a teorija relativnosti
1905. godine Albert Einstein je promijenio opc´e shvac´anje prostora i vremena obja-
vom specijalne teorije relativnosti (STR) [3] temeljene na dva principa:
1. zakoni fizike su isti u svim inercijalnim (neakceleriranim) sustavima
2. brzina svjetlosti u vakuumu je ista u svim inercijalnim sustavima.
Glavna posljedica teorije je nepostojanje apsolutnog prostora i vremena; vremenski i
prostorni intervali izmedu dva dogadaja nemaju apsolutno znacˇenje, vec´ je neovisan
o opazˇacˇu prostor-vremenski (linijski) interval ds2 definiran s
4s2 = − (4t)2 + (4x)2 + (4y)2 + (4z)2 . (2.1)
Dogadaj je pritom tocˇka u prostor-vremenu potpuno opisana cˇetvorkom brojeva
(t, x, y, z).
Deset godina kasnije Einstein je razradio ideju u opc´u teoriju relativnosti (OTR) [4]
koja je danas standardna teorija gravitacije. Krenuvsˇi od misaonog pokusa zakljucˇuje
da ne postoji preferirani koordinatni sustav, dakle, opc´i zakoni prirode se moraju
izraziti jednadzˇbama koje vrijede u svakom koordinatnom sustavu - princip opc´e ko-
varijantnosti.
Kao prikladni matematicˇki alat uvodi tenzore, za koje postoje opc´a pravila tran-
sformacije promjenom koordinatnog sustava cˇime je postignuta opc´a kovarijantnost
fizikalnog zakona ako je izrazˇen izjednacˇavanjem komponenti tenzora sa nulom. Li-
nijski element (2.1) infinitezimalno udaljenih dogadaja se mozˇe pisati4
ds2 = gστdx
σdxτ , (2.2)
gdje je gστ metricˇki tenzor, cˇije su komponente funkcije od xσ, i ima ulogu gravitacij-
skog polja. Prostor-vrijeme specijalne teorije relativnosti je ravno, prostor Minkow-
skog, cˇiji je metricˇki tenzor u globalnom inercijalnom Kartezijevom koordinatnom
sustavu
gστ =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 ≡ ηστ , (2.3)
dok u OTR-u prostor-vrijeme opc´enito nije takvo. Primijetimo da (2.2) mozˇe biti
negativan, nula i pozitivan. Kazˇemo da je interval ds2
• vremenski ako je ds2 < 0
• svjetlosni ako je ds2 = 0
4Sumacija po ponovljenim indeksima se podrazumijeva.
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• prostorni ako je ds2 > 0.
Isto vrijedi za svaki vektor vµ ovisno o njegovoj normi
N = vµvµ.
Prilikom promjene koordinatnog sustava, komponente linijskog elementa dxσ se tran-
sformiraju
dx′σ =
∂x′σ
∂xν
dxν , (2.4)
sˇto je opc´enito pravilo transformacije kontravarijantnih vektora (tenzori prvog ranga
s gornjim indeksima). Tenzori s donjim indeksima se nazivaju kovarijantni i za
opc´eniti tenzor (k, l) tipa, gdje je k broj kontravarijantnih, a l broj kovarijantnih
indeksa, vrijedi
T
µ′1...µ
′
k
ν′1...ν
′
l
=
∂xµ
′
1
∂xµ1
...
∂xµ
′
k
∂xµk
∂xν1
∂xν
′
1
...
∂xνl
∂xν
′
l
T µ1...µkν1...νl .
Za metricˇki tenzor vrijedi
gµνgσν = δ
µ
σ
i njime se dizˇe/spusˇta indeks tenzora:
Tαβµν = g
αγgµδT
βδ
γ ν .
Samo prostor-vrijeme je prikazano D-dimenzionalnom mnogostrukosˇc´u M , skupom
koji zadovoljava sljedec´a svojstva:
1. svaki p ∈ M se nalazi barem u jednom otvorenom podskupu Oα ⊂ M , tj.
familija podskupova {Oα} pokriva M
2. za svaki α postoji preslikavanje ψα : Oα ∩ Uα, gdje je Uα otvoreni podskup od
RD
3. ako se dva skupa preklapaju, Oα ∩Oβ 6= ∅, postoji glatko preslikavanje ψβ ◦ψ−1α
(◦ oznacˇava kompoziciju) koje preslikava tocˇke iz ψα [Oα ∩Oβ] ⊂ Uα ⊂ RD u
tocˇke u ψβ [Oα ∩Oβ] ⊂ Uβ ⊂ RD.
S obzirom da se obicˇna parcijalna derivacija,
∂
∂xλ
≡ ∂λ,
ne transformira kao tenzor, uvodimo odgovarajuc´u velicˇinu, kovarijantnu derivaciju
∇λ; preslikavanje glatkog tenzorskog polja tipa (k, l) u tip (k, l+1), koje zadovo-
ljava odredena svojstva (linearnost, Leibnitzovo pravilo, komutativnost na skalarnoj
funkciji,...);
4
∇λT µ1...µkν1...νl = ∂λT µ1...µkν1...νl +
∑
i
Γµiλσ T
µ1...σ...µk
ν1...νl
−
∑
j
ΓσλνjT
µ1...µk
ν1...σ...νl
,
gdje je Γαµν Christoffelov simbol (ili afina koneksija). Iz simetricˇnosti
Γαµν = Γ
α
νµ
i zahtjeva ∇λgµν = 0 imamo jedinstven Christoffelov simbol
Γσµν =
1
2
gσρ (∂µgνρ + ∂νgσρ − ∂ρgµν) .
Poopc´enu ulogu ravne linije u zakrivljenom prostoru ima geodezik, krivulja xµ
parametrizirana s λ, koja zadovoljava geodetsku jednadzˇbu
d2xµ
dλ2
+ Γµρσ
dxρ
dλ
dxσ
dλ
= 0
i po njoj se giba slobodnopadajuc´e tijelo. Sva informacija o zakrivljenosti prostor-
vremena je sadrzˇana u Riemannovom tenzoru danom s
Rρσµν = ∂µΓ
ρ
νσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ.
Iz njega se kontrakcijama dobivaju Riccijev tenzor,
Rµν = R
ρ
µρν ,
i Riccijev skalar,
R = gµνRµν = R
µ
µ.
Odnos gravitacijskog polja, gµν, i materije odreden je Einsteinovom jednadzˇbom
Rµν − 1
2
(R− 2Λ) gµν = 8piTµν , (2.5)
gdje je Tµν simetricˇni tenzor kojim je opisana raspodjela materije - tenzor energije i
impulsa, a Λ je kozmolosˇka konstanta o cˇijoj vrijednosti ovisi zakrivljenost svemira u
asimptotskoj beskonacˇnosti5 (ravan, pozitivno ili negativno zakrivljen). U Lagrange-
ovoj formulaciji krec´emo od djelovanja iz kojeg varijacijskim principom (vidi dodatak
A) dobivamo jednadzˇbe gibanja polja. Ukupno djelovanje sustava je zbroj djelovanja
polja materije poopc´eno na zakrivljeni prostor, SM , i djelovanja gravitacijskog polja,
SH ;
S = SM +
SH
16pi
. (2.6)
5Pod asimptotska beskonacˇnost mislimo na dio prostor-vremena prostorno i/ili vremenski toliko
udaljeno da je izvan utjecaja lokalnih izvora gravitacije.
5
SH se naziva Hilbertovo djelovanje i dano je s
SH =
∫
(R− 2Λ)√−gdDx, (2.7)
gdje je g determinanta metricˇkog tenzora, a
√−gdDx je invarijantni element volu-
mena D-dimenzionalnog prostor-vremena. Varijacijom (2.6) po gµν dobivamo Eins-
teinovu jednadzˇbu (2.5), a po poljima materije pripadne jednadzˇbe gibanja polja.
Ako je geometrija invarijantna na neku transformaciju koja preslikava mnogostru-
kost M ’samu u sebe’ (difeomorfizam), kazˇemo da M ima simetriju. Pripadne sime-
trije metrike se zovu izometrije, a vektorsko polje ξµ koje generira tu transformaciju
Killingovo vektorsko polje. Nuzˇan i dovoljan uvjet za postojanje izometrije je
£ξgµν = 0, (2.8)
gdje je £ Liejeva derivacija cˇije je djelovanje na opc´eniti tenzor dano sa6
£tT µ1...µkν1...νl = t
α∇αT µ1...µkν1...νl
−
k∑
i=1
T µ1...σ...µkν1...νl∇σtµi +
l∑
j=1
T µ1...µkν1...σ...νl∇νj tσ. (2.9)
Iz (2.8) i (2.9) dobivamo Killingovu jednadzˇbu
∇αξβ +∇βξα = 0.
Prostor-vrijeme je stacionarno ako postoji vremenski Killingov vektor (barem u ne-
kom dijelu prostor-vremena), a osnosimetricˇno ako postoji prostorno Killingovo polje
zatvorenih orbita.7 Stacionarno prostor-vrijeme sa pripadnim Killingovim vektorom
ortogonalnim na hiperplohu (D − 1 - podmnogostrukost) je staticˇno. Navedimo ne-
koliko posebno vazˇnih simetricˇnih asimptotski ravnih rjesˇenja Einsteinovih jednadzˇbi
(sa Λ = 0). Najjednostavnija i intuitivna definicija asimptotski ravne metrike je pok-
lapanje sa metrikom Minkowskog (2.3) u asimptotskoj beskonacˇnosti. Odabirom
odgovarajuc´eg koordinatnog sustava i rastavom metrike
gαβ = ηαβ + hαβ, (2.10)
6Mozˇemo rec´i da Liejeva derivacija £t prati sˇto se dogada sa tenzorom kada se pomicˇe duzˇ vektor-
skog polja tµ.
7Orbita ili integralna krivulja vektorskog polja tµ je krivulja xµ (λ) koja rjesˇava jednadzˇbu
dxµ (λ)
dλ
= tµ.
6
zahtjevamo
lim
r→∞
hαβ = O
(
r−1
)
, lim
r→∞
∂µhαβ = O
(
r−2
)
.
Za koordinatno neovisne definicije vidi npr. [5], 11. poglavlje i pripadne reference.
Schwarzschildovo rjesˇenje [6] opisuje staticˇno, sfernosimetricˇno vakuumsko (Tµν =
0) prostor-vrijeme i ono je u (t, r, θ, ϕ) koordinatama
ds2 = −f (r) dt2 + f (r)−1 dr2 + r2 (dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.11)
f (r) =
(
1− 2M
r
)
,
gdje je M integracijska konstanta. Primjetimo da u Schwarzschildovom rjesˇenju pos-
toje dvije singularnosti; u r = 0 i r = 2M. Druga singularnost je koordinatna sˇto
znacˇi da je mozˇemo izbjec´i promjenom koordinatnog sustava, ali ukazuje na vazˇno
svojstvo prostor-vremena. Na plohi r = 2M norma Killingovog vektora vremenske
translacije ξt, N = ξtξt, mijenja predznak u pozitivni sˇto znacˇi da smanjivanjem r
na manje od 2M iz vremenskog, ξt prelazi u prostorni vektor. Posljedica je da ni-
jedna cˇestica (mozˇe biti i svjetlost) koja prijede tu plohu zvanu horizont dogadaja
ne mozˇe je prijec´i u drugom smjeru, vec´ ostaje zarobljena unutar r < 2M podrucˇja
i nuzˇno zavrsˇava u r = 0 singularnosti (prava, nekoordinantna singularnost cˇija je
karakteristika da skalari zakrivljenosti kao Kretschmannov skalar
RαβγδR
αβγδ
divergiraju). Podrucˇje obuhvac´eno horizontom dogadaja se naziva crna rupa. Poop-
c´enje Schwarzschildovog rjesˇenja na prisustvo elektromagnetskog polja je Reissner-
Nordstro¨movo (RN) prostor-vrijeme [7,8] dano sa (2.11) i
f (r) = 1− 2M
r
+
Q2 + P 2
r2
, M, Q, P = konst.
Iduc´a vazˇna rjesˇenja Einsteinovih jednadzˇbi su Kerrovo stacionarno osnosime-
tricˇno rjesˇenje [9], koje opisuje rotirajuc´u crnu rupu u vakuumu, i pripadno elek-
tromagnetsko poopc´enje, Kerr-Newmanovo rjesˇenje [10]. U Boyer-Lindquist [11]
koordinatama (t, r, θ, ϕ) oba rjesˇenja mozˇemo pisati
ds2 = −
(
∆− a2 sin2 θ
Σ
)
dt2 − 2a sin
2 θ (r2 + a2 −∆)
Σ
dtdϕ
+
(
(r2 + a2)
2 −∆a2 sin2 θ
Σ
)
sin2 θdϕ2 +
Σ
∆
dr2 + Σdθ2, (2.12)
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Σ = r2 + a2 cos2 θ
∆ = r2 + a2 +Q2 + P 2 − 2Mr,
gdje su M, a, Q i P konstante i Q = P = 0 odgovara Kerrovoj metrici.
Da bi shvatili fizikalno znacˇenje konstanti koje se pojavljuju u metrikama, defini-
rajmo neke velicˇine za koje vrijede, kako c´emo vidjeti, zakoni vrlo slicˇni Gaussovom u
elektrostatici. Trazˇec´i izraz za ukupnu energiju gravitacijskog polja Arnowitt, Deser
i Misner [12] su u Hamiltonovoj formulaciji opc´e relativnosti definirali generatore
vremenske translacije u asimptotski ravnom prostor-vremenu i pripadnu ocˇuvanu
velicˇinu, poznatu kao ADM energija (ili ADM masa),
EADM =
1
16pi
∫
∂Σ
d2x
√
γσi
(
∂jh
j
i − ∂ihjj
)
, (2.13)
identificirali sa ukupnom energijom. Metrika je pritom u obliku (2.10), sa malim
vrijednostima hµν u prostornoj beskonacˇnosti u kojoj se integrira. γ u (2.13) je deter-
minanta inducirane metrike γij na integracijskoj povrsˇini ∂Σ, tipicˇno 2-sferi u pros-
tornoj beskonacˇnosti i pritom su i, j prostorni indeksi. Za Schwarzschildovo rjesˇenje
dobivamo EADM = M , pa za Schwarzschildovu crnu rupu M odgovara njenoj masi.
Potvrda tog zakljucˇka se mozˇe dobiti usporedbom kretanja testnog tijela8 u Schwar-
zschildovom i Newtonovom gravitacijskom polju zadano istim parametrom M. Isto
vrijedi za konstantu M u RN i (2.12) rjesˇenjima. Konstanta Q odgovara elektricˇnom
(analogno P odgovara magnetskom) naboju pripadne crne rupe za kojeg vrijedi
Q = −
∫
∂Σ
d2x
√
γσνnµF
µν ,
gdje ∂Σ, γ i σν imaju isto znacˇenje kao u EADM , nµ je normala na prostornu hi-
perplohu, a F µν je tenzor snage elektromagnetskog polja. Kada postoji rotacijski
Killingov vektor Rν mozˇemo definirati ocˇuvani zamah
J = − 1
8pi
∫
∂Σ
d2x
√
γσµnν∇µRν . (2.14)
Ako izracˇunamo J za Kerrovu metriku dobivamo aM, dakle a je zamah po jedinici
mase. Isti zakljucˇak opet mozˇemo dobiti na drugi nacˇin, usporedbom asimptotskog
oblika gtϕ komponente Kerrove metrike i one uzrokovane rotirajuc´im masenim tije-
lom, u limesu r →∞.
Maksimalno simetricˇno vakuumsko rjesˇenje Einsteinovih jednadzˇbi sa pozitivnom
kozmolosˇkom konstantom Λ (odgovara pozitivnoj vakuumskoj energiji i negativnom
8Testno tijelo je ono koje samo ne pridonosi gravitacijskom polju.
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tlaku) se naziva de Sitterovo (dS) prostor-vrijeme, a sa negativnom Λ (odgovara
negativno vakuumskoj energiji i pozitivnom tlaku) anti-de Sitterovo (AdS).
Spomenimo josˇ energijske uvjete, koordinatno nezavisna ogranicˇenja na tenzor
energije i impulsa koje je nekad nuzˇno pretpostaviti u dokazivanju raznih teorema,
a ovisno o slucˇaju, pretpostavljamo da vrijede iz fizikalnih razloga. Uz oznaku tµ za
proizvoljni vremenski, i lµ svjetlosni vektor, definiramo:
• slabi energijski uvjet (WEC9):
Tµνt
µtν > 0,
• svjetlosni energijski uvjet (NEC10):
Tµνl
µlν > 0,
• jaki energijski uvjet (SEC11):
Tµνt
µtν > 1
2
Tααt
σtσ,
• dominantni (DEC12): WEC i
TµνT
ν
αt
µtα 6 0.
Dok su WEC, NEC i DEC uvjeti opc´enito vezani za pozitivnost energije i granicˇne
vrijednosti tlakova pripadne materije, SEC implicira da je gravitacija uvijek privlacˇna.
Vezano za energijske uvjete i ADM energiju vrijedi sljedec´i teorem [13–15]:
Teorem o pozitivnosti energije(PET): ADM energija nesingularnog, asimptotski rav-
nog prostor-vremena koje zadovoljava Einsteinove jednadzˇbe i DEC je nenega-
tivna.
Napomenimo da se vec´ina rezultata o kojima c´emo govoriti odnosi na opc´u teoriju
relativnosti, a iz nje smo i izveli pojam crnih rupa. Ipak, sˇiroko je rasprostranjeno
miˇsljenje da OTR nije u potpunosti kompletna, tj. da na vrlo visokim skalama ener-
gije (dakle, i zakrivljenosti) postoje korekcije, a ono potjecˇe iz raznih pokusˇaja uje-
dinjenja gravitacije sa ostalim fizikalnim silama i kvantnom teorijom, objasˇnjenja
tamne energije, kao i izbjegavanja singularnosti. Spomenut c´emo neke rezultate u
opc´enitijem, skalar-tenzor modelu gravitacije i u teorijama struna. Posebnost Bekens-
teinovih dokaza je upravo opc´enitost; nevezanost za konkretnu teoriju gravitacije. Za
9Weak Energy Condition
10Null Energy Condition
11Strong Energy Condition
12Dominant Energy Condition
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dokazivanje odsutnosti kose tu su metodu kasnije koristili Bhattacharya i Lahiri ko-
jima c´emo se vratiti u 5. poglavlju.13
13Osim literature navedene u tekstu, u ovom poglavlju je koriˇsteno i [5,16–19].
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3 Teoremi jedinstvenosti i definicija kose
3.1 Teoremi jedinstvenosti
Fizikalni proces nastajanja crnih rupa je potpun gravitacijski kolaps, npr. kada se
u masivnoj zvijezdi prestane odvijati fuzija moguc´e je gravitacijsko prevladavanje
nad tlakom zvijezde. S obzirom da bi neravnotezˇna raspodjela cˇestica i polja u oko-
lini crne rupe, do koje mozˇe doc´i kolapsom, rezultirala njihovom preraspodjelom
zajedno sa zracˇenjem energije od ili prema crnoj rupi i da polja i cˇestice u oko-
lini crne rupe imaju konacˇnu energiju, opc´eprihvac´ena je pretpostavka da prostor-
vrijeme okoline crne rupe (prostor-vrijeme izvan horizonta crne rupe), s vremenom
asimptotski tezˇi stacionarnom stanju. Dvije fizikalne pretpostavke za rezultat gra-
vitacijskog kolapsa su regularnost horizonta i okoline, te da je okolina vakuum (ili
elektrovakuum–podrucˇje u kojem se nalazi elektromagnetsko polje, ali nema izvora
naboja i masa). Argument je sljedec´i: savrsˇeno simetricˇna zvijezda rezultira ko-
lapsom u Schwarzschildovu (ili Reissner-Nordstro¨movu) crnu rupu, dok u prisustvu
asimetrije ne ocˇekujemo da ona uzrokuje singularnosti dok je zvijezda josˇ konacˇne
gustoc´e, a nakon smanjivanja radijusa zvijezde ispod njenog gravitacijskog radijusa
(ispod radijusa na koje postaje crna rupa), njime je potpuno odvojena od okoline pa,
dakle, ne bi trebala uzrokovati tako drasticˇne promjene u tom podrucˇju. Takoder,
nakon dovoljno vremena ocˇekujemo da sva materija iz okoline prijede horizont ili se
izracˇi u asimptotski daleko podrucˇje.
Israel je dokazao dva teorema vezana za staticˇne crne rupe, od kojih se jedan
odnosi na vakuumska, a drugi na vakuumska rjesˇenja u prisustvu elektromagnetskog
polja. Ovdje ih izlazˇemo u sazˇetom obliku [20,21]:
• Medu svim staticˇnim, asimptotski ravnim vakuumskim (elektrovakuumskim)
prostor-vremenima sa zatvorenim, jednostruko povezanim ekvipotencijalnim
povrsˇinama g00 = konst., Schwarzschildovo (RN) rjesˇenje je jedino koje ima
nesingularnu povrsˇinu beskonacˇnog crvenog pomaka g00 = 0.
Slicˇno je za rotirajuc´e crne rupe, pod pretpostavkom da vrijedi kauzalnost, tj. da
nema zatvorenih vremenskih ili svjetlosnih krivulja, Carter dokazao [22]:
• Moguc´a vakuumska rjesˇenja za osnosimetricˇnu okolinu crne rupe cˇine diskretan
skup kontinuiranih obitelji, od kojih svaka ovisi barem o jednom, a najviˇse o dva
nezavisna parametra.
Robinson [23] je ubrzo dokazao da postoji samo jedna takva obitelj; Kerrova sa
|a| < M .
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3.2 Definicija kose
Sada vidimo kako je dosˇlo do pretpostavke da crnu rupu u konacˇnom stanju u pot-
punosti odreduju njena masa, naboj i zamah. Da bi shvatili sˇto predstavlja kosa
pogledajmo kako opisujemo gravitacijsko polje proizvoljne distribucije materije. Ko-
risno je imati na umu analogiju sa elektromagnetskim poljem. Potencijal V elektro-
magnetskog polja neke raspodjele naboja ρ(r′) mozˇemo razviti u multipolni razvoj u
potencijama od 1/r , tj. po multipolnim momentima elektromagnetskog polja:
V (r) =
1
4pi0
∞∑
n=0
1
rn+1
∫
(r′)n Pn (cosθ′) ρ(r′)dτ ′,
gdje crtane koordinate prekrivaju distribuciju naboja volumnog elementa dτ ′, a Pn su
Legendreovi polinomi. Pritom je prvi cˇlan (n=0) monopolni doprinos, drugi (n=1)
je dipolni itd.
Slicˇnom logikom, ali tehnicˇki zahtjevnije, gravitacijsko polje mozˇemo prikazati u
multipolnom razvoju [24] po momentima mase i struje, analognima elektricˇnim i
magnetskim momentima u elektromagnetizmu. Za ilustraciju c´emo dati primjer na
Kerrovoj metrici, u kojoj spomenuti momenti odgovaraju masi M i zamahu J = ma:
gtt =
−r2+2mr−a2cos2θ
r2+a2cos2θ = −1 + 2mr − 2ma
2cos2θ
r3 +O
(
1
r5
)
,
gtφ = − 2masinθr2+a2cos2θ = −2masinθr2 + 2ma
3sinθcos2θ
r4 +O
(
1
r6
)
,
grr =
r2+a2cos2θ
r2−2mr+a2 = 1 +
2m
r +
4m2−a2sin2θ
r2 +
8m3−2ma2(2−cos2θ)
r3 +O
(
1
r4
)
,
gθθ =
r2+a2cos2θ
r2 = 1 +
a2−a2sin2θ
r2 ,
gφφ =
r2+a2
r2 +
2m
r
(
a2sin2θ
r2+a2cos2θ
)
= 1 + a
2
r2 +
2ma2sin2θ
r3 +O
(
1
r5
)
.
Usporedbom sa opc´im oblikom razvoja (vidi [24] str. 333 i 334) mozˇemo iˇscˇitati
doprinos pojedinog momenta (konkretno za ovaj oblik maseni monopolni,m, i strujni
dipolni, ma , a transformacijom koordinata i viˇse momente), ali josˇ zanimljivije je sˇto
je takav razvoj uopc´e moguc´ i u potpunosti je odreden sa dva parametra (tri ako
crna rupa ima naboj Q). Kao sˇto smo rekli, ukupna masa, zamah i naboj crne rupe
definirani su integralom po prostornoj beskonacˇnosti i kao takvi su tri primjera kose,
kao i svako dodatno polje, ako postoji, koje trne dovoljno sporo da pridonosi takvom
integralu. Iako svaka crna rupa ocˇito ima kosu (barem masu), kada govorimo o
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teoremima o nepostojanju kose (NH-teoremi14) zanemarujemo M , J i Q kao kose.
Napomenimo da se u literaturi nekad razlikuje sekundarna i primarna kosa; kod
sekundarne se dodatna informacija mozˇe prikazati preko M , J i Q, a primarna je
povezana sa novim parametrom (npr. barionski broj, izospin, hipernaboj).
3.3 Motivacija
Zasˇto nas zanima postojanje kose? Nekoliko je odgovora na to pitanje. Kao sˇto
smo rekli, crne rupe su vrlo simetricˇne, i za pojedinu simetriju i parametre rjesˇenja,
cˇesto su jedinstvene. To znacˇi da c´e jedno jedinstveno stanje biti konacˇno stanje
beskonacˇno mnogo razlicˇitih pocˇetnih uvjeta; cijela informacija o materiji cˇijim je
kolapsom nastala crna rupa i onoj naknadno upaloj je svedena na tri broja. Dovoljno
je usporediti vrlo masivnu cˇesticu i vrlo malu crnu rupu. Kako masa cˇestice raste, u
jednom trenu postaje crna rupa bez informacije o svojstvima cˇestice iz koje je nastala.
Neutrinska kosa bi mogla nositi informaciju o leptonskom broju crne rupe, a mezon-
ska o barionskom, sˇto znacˇi ocˇuvanje (barem dijela) informacije, a i moguc´nost dru-
gog tipa interakcije sa crnim rupama, osim gravitacijske. S tim u vezi, crne rupe su
solitonska rjesˇenja15 Einsteinovih jednadzˇbi, kao cˇestice u drugim teorijama polja pa
bi dodatni naboji na njima odgovarali pobudenim stanjima.
Drugi je dio zanimanja za kosu vezan uz moguc´a opazˇanja (viˇse o tome u 7. po-
glavlju) i provjeru teorija. Opc´a teorija relativnosti je dobro testirana, osim u po-
drucˇju ekstremne gravitacije. S obzirom da razlicˇite teorije daju razlicˇite modele
crnih rupa i okolnog prostor-vremena, daju i razlicˇita predvidanja rezultata opazˇanja
gibanja zvijezda, plina i svjetlosti blizu horizonta dogadaja. Na isti je nacˇin moguc´e
i otkrivanje novih polja u prirodi, sˇto je takoder dio motivacije za istrazˇivanje crnih
rupa, teorijski i opazˇacˇki.
14no hair theorems
15Ugrubo, soliton je stabilno rjesˇenje nelinearnih diferencijalnih jednadzˇbi.
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4 Bekensteinovi dokazi
Zˇelimo provjeriti moguc´nost postojanja polja u okolini staticˇne gole crne rupe. Oko-
linom crne rupe E smatramo cijelo prostor-vrijeme izvan horizonta dogadaja H, a
pod
”
gola crna rupa” podrazumijevamo da nema vanjskih izvora zracˇenja ili mate-
rije. Takoder pretpostavljamo da je prostor-vrijeme asimptotski ravno, a horizont
zatvorena svjetlosna hiperploha neodredene topologije. U cijelom radu koristimo
konvenciju da grcˇki indeksi idu od 0 do 3, a latinicˇni od 1 do 3, osim u poglavlju 6
gdje je odabir indeksa u skladu sa apstraktnom indeksnom notacijom opisanom u do-
datku D. Staticˇnost nam daje uvjete na metriku: ∂0gµν = 0, g0i = 0 (x0 je vremenska
koordinata).
Djelovanje gustoc´e lagranzˇijana L skupa polja φk, minimalno vezanih za gravita-
ciju (zakrivljenost prostor-vremena ne ulazi direktno u lagranzˇijan) je dano sa
S =
∫
L(φk, φk,µ)
√−gd4x. (4.15)
Varijacijskim principom dobivamo jednadzˇbu gibanja polja16 (vidi dodatak A):
∂L
∂φk
−
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
= 0. (4.16)
Mnozˇec´i je s d4xφk
√−g i integrirajuc´i po okolini crne rupe E (slijedimo Bekensteinov
dokaz iz [25]) dobivamo∫
E
∂L
∂φk
φk
√−gd4x−
∫
E
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
φk
√−gd4x = 0. (4.17)
Drugi cˇlan u (4.17) mozˇemo napisati kao:
∫
E
(
∂L
∂φk,µ
√−gφk
)
,µ
d4x−
∫
E
φk,µ
∂L
∂φk,µ
√−gd4x =
=
∫
E
√−g∇µ
(
∂L
∂φk,µ
φk
)
d4x−
∫
ε
φk,µ
∂L
∂φk,µ
√−gd4x
=
∫
∂E
dσµ
∂L
∂φk,µ
φk −
∫
E
φk,µ
∂L
∂φk,µ
√−gd4x,
gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili Stokesov teorem (A.2), a dσµ je element hi-
perplohe koja je rub okoline, ∂E , i pritom se ∂E sastoji od horizonta i beskonacˇnosti.
Jednadzˇba (4.17) prelazi u
∑
k
∫
E
∂L
∂φk
φk
√−gd4x+
∫
E
φk,µ
∂L
∂φk,µ
√−gd4x−
∫
∂E
dσµ
∂L
∂φk,µ
φk
 = 0. (4.18)
16Oznaka: ∂µTαβγ...≡ Tαβγ...,µ, ∇µTαβγ...≡ Tαβγ...;µ
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Definiramo
bµ ≡
∑
k
φk
∂L
∂φk,µ
i rastavljamo integral po rubu:
−
∫
H
bµdσµ −
∫
∞
bµdσµ +
∑
k
∫
E
∂L
∂φk
φk
√−gd4x+
∫
E
φk,µ
∂L
∂φk,µ
√−gd4x
 = 0. (4.19)
Sada c´emo pokazati da prva dva cˇlana u (4.19) iˇscˇezavaju, a da je izraz u zagradi
jednak nuli samo ako je φk = 0 svugdje u E . Iz pretpostavke da je H svjetlosna
povrsˇina i da se radi o staticˇnom slucˇaju imamo
gµνdσ
µdσν
H
= 0,
tj.
gijdσ
idσj
H
= 0. (4.20)
Koristec´i Schwarz-Cauchy-Bunyakovsky (SCB) nejednakost imamo:
(
gijdσ
ibj
)2 ≤ (gijdσidσj) (gijbibj) H= 0, (4.21)
odakle slijedi
0
H
= gijdσ
ibj
H
= gµνdσ
µbν , (4.22)
tj. prvi cˇlan jednadzˇbe (4.19) propada.
Pri tome smo pretpostavili:
1. gij je pozitivno definitna matrica u E , a pozitivno semidefinitna na H
Dokaz: Asimptotska ravnost daje g00 = −1 asimptotski. g00 je kvadrat Killingovog
vektora vremenske translacije i pretpostavljamo invarijantnost i neprekidnost u oko-
lini crne rupe. Ako postoji ploha na kojoj g00 mijenja predznak, zbog neprekidnosti
mora biti zatvorena. g00 = 0 ploha staticˇne metrike [26] je uvijek svjetlosna ploha,
po pocˇetnoj pretpostavci nije singularna pa je ili horizont ili dio njega. Zakljucˇujemo
g00 < 0 u okolini, osim na moguc´oj izoliranoj plohi koja ima g00 < 0 s obje strane,
a g00 = 0 na njoj. Slijedi: g00 6 0 na i izvan horizonta. Nadalje, ako je dl pros-
torna udaljenost izmedu dviju tocˇaka odvojenih koordinatnim intervalom dxi, ona je
dobro definirana s dl2 = gijdxidxj. Ocˇito gij je pozitivno definitna matrica, osim na
horizontu gdje je pozitivno semidefinitna.
2.gijbibj <∞ na H; dokazujemo kasnije u konkretnom slucˇaju, ovisno o polju.
Pri razmatranju integrala ∫
∞
bµdσµ
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gledamo asimptotsko ponasˇanje polja. Za bezmasena polja u limesu r → ∞ vrijedi
φ ∝ 1/r iz cˇega slijedi
bµ ∝ φφ,µ ∝ 1
r3
,
a za masivna polja je φ ∝ e−mr
r
pa imamo
bµ ∝ e−mr.
U oba slucˇaja bµ trne u prostornoj beskonacˇnosti. U vremenskoj beskonacˇnosti dσi =
0 uvijek i b0 = 0 treba pokazati za svako polje iz cˇega slijedi∫
∞
bµdσµ = 0.
Jednadzˇba (4.19) nam sada daje
∑
k
∫
E
(
∂L
∂φk
φk + φk,µ
∂L
∂φk,µ
)√−gd4x = 0, (4.23)
sˇto je najdalje koliko mozˇemo ic´i bez specificiranja polja.
4.1 Realno skalarno polje
Prvi slucˇaj koji c´emo gledati je realno skalarno polje φ mase m > 0 i potencijala
V = m2φ2. Pripadna gustoc´a lagranzˇijana je
L = −1
2
(φ,αφ
,α + V (φ)) .
Uvrsˇtavanje
∂L
∂φ
= −1
2
∂V
∂φ
≡ −1
2
V ′
i
∂L
∂φ,µ
= −φ,µ
u (4.16) daje
φ ;µ,µ −
1
2
V ′ = φ ;µ,µ −m2φ = 0, (4.24)
sˇto je Klein-Gordonova jednadzˇba poopc´ena na zakrivljeni prostor.
Treba pokazati da je b2 = φ2φ,µφ,µ omedeno na H. Tenzor energije i impulsa skalar-
nog polja dan je sa
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Tµν =
−2√−g
δS
δgµν
= −φ,µφ,ν − 1
2
gµν (φ,αφ
,α + V ) , (4.25)
iz cˇega lako dobijemo neke skalarne velicˇine:
T = gµνTµν = φ,µφ
,µ − 1
2
· 4 (φ,αφ,α + V ) = −φ,αφ,α − 2V,
T 2 = (φ,µφ
,µ)2 + 4V 2 + 4V (φ,µφ
,µ) ,
TµνT
µν =(φ,µφ
,µ)2 + V 2 + V (φ,µφ
,µ) ,
preko kojih mozˇemo napisati:
φ,µφ
,µ =
√
4
3
TµνT µν − 1
3
T 2 (4.26)
m2φ2 = −T
2
− 1
2
√
4
3
TµνT µν − 1
3
T 2. (4.27)
Iz toga sˇto su T i TµνT µν fizikalni skalari pa moraju biti regularni na H slijedi da je b2
regularno naH.Mozˇemo koristiti jednadzˇbu (4.23) i s obzirom da se radi o staticˇnom
slucˇaju (φ,0 = 0, b0 = −φφ,0 = 0 ) imamo:∫
E
(
gijφ
,iφ,j +m2φ2
)√−gd4x = 0 (4.28)
Dokazali smo da je gij pozitivno definitna matrica u E iz cˇega izlazi da je jedini nacˇin
da integral u (4.28) iˇscˇezava taj da φ iˇscˇezava u cijeloj okolini crne rupe.
Ako je masa polja m = 0 (4.27) viˇse ne osigurava omedenost b2 na H. Takoder,
(4.24) odreduje φ do na aditivnu konstantu. Problem rjesˇavamo fizikalnim argumen-
tom; ako stavimo rubni uvjet takav da φ iˇscˇezava asimptotski, mozˇemo interpretirati
φ2 kao invarijantnu gustoc´u vjerojatnosti, koja je kao takva fizikalan skalar, regu-
larna na H. Spomenuta aditivna konstanta ne mora iˇscˇezavati, ali ne pojavljuje se
u fizikalnim velicˇinama pa je neobservabilna. Dobivamo isti zakljucˇak kao u slucˇaju
masivnog polja, a to je da polje iˇscˇezava u E , a za taj slucˇaj imamo i Chaseov rezultat
iz 1970. [27], a to je da polje postaje singularno na horizontu sˇto je u kontradikciji
sa pocˇetnom pretpostavkom o regularnosti horizonta.
4.2 Kompleksno skalarno polje
Sljedec´i dokaz odnosi se na kompleksno, elektricˇki nabijeno skalarno polje ψ, mini-
malno vezano za gravitaciju i elektromagnetsko polje opisano vektorskim potencija-
lom Aµ (i tenzorskim poljem Fµν = Aν,µ−Aµ,ν). Pripadna gustoc´a lagranzˇijana dana
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je s
L = − (dαd∗α +m2ψψ∗)− 116piF µνFµν , (4.29)
gdje je e naboj polja i
dα = ψ,α − ieAαψ = Dαψ,
a Dα je kovarijantna derivacija. Pripadni tenzor energije i impulsa je
Tµν = dµd
∗
ν + d
∗
µdν −
(
dαd∗α +m
2ψψ∗
)
gµν . (4.30)
Invarijantnost teorije na bazˇdarnu transformaciju
ψ → ψeieΛ, Aµ → Aµ + Λ,µ (4.31)
vodi na postojanje ocˇuvane elektricˇne struje (vidi dodatak B)
jµ = ie
(
ψd∗µ − ψ∗dµ
)
. (4.32)
Zbog staticˇnosti mozˇemo odabrati bazˇdarenje u kojem je Ai = 0 i A0,0 = 0. Takoder
vrijedi ji = 0 i
j0,0 = 0 = g
00ie (ψd∗0 − ψ∗d0),0 . (4.33)
Izjednacˇavajuc´i realni dio izraza (4.33) s nulom dobivamo:
ψψ∗,00 = ψ
∗ψ,00
i ako pretpostavimo ψ = ζ (xµ) · eiφ(xµ) dobivamo φ,00 = 0, tj. φ = ωx0 + ϕ , gdje su ω
i ϕ realne konstante. Iz imaginarnog dijela
=(4.33) = (ψψ∗),0 = 0
slijedi da je ψψ∗ neovisno o x0. Dakle, odabirom Λ = −(ωx
0+ϕ)
e
mozˇemo dobiti da je
ψ realno i vremenski neovisno polje, bez mjenjanja uvjeta na Aµ. Za
bµ =
∑
ψk=ψ,ψ∗
ψk
∂L
∂ψk,µ
nam treba:
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∂L
∂ψ,µ
= −ψ∗,µ − ieAµψ∗, (4.34)
∂L
∂ψ∗,µ
= −ψ,µ − ieAµψ, (4.35)
sˇto daje bµ = − (ψdµ∗ + ψ∗dµ).
Slijedi
b0 = − (ψψ∗,0 + ieA0ψψ∗ + ψ∗ψ,0 − ieA0ψ∗ψ) = 0,
bi =
(
ψψ∗,i + ψ∗ψ,i
)
= − (ψψ∗),i ,
sˇto je realna velicˇina.
Kako bi pokazali da je bµbµ omedeno na horizontu racˇunamo
T = gµνTµν = d
µd∗µ + dµd
µ∗ − 4 (dαd∗α +m2ψψ∗) = −2dµd∗µ − 4m2ψψ∗
TµνT
µν = 2|dµdµ|2 + 34Tdµd∗µ + T
2
16
+ 1
2
(
dµd∗µ
)2
bµbµ = ψψ
∗ (dµdµ + dµ∗d∗µ + 2dµd∗µ) .
Iz omedenosti TµνT µν na horizontu dµdµ i dµd∗µ moraju biti omedeni. Iz toga i
regularnosti skalara T vidimo da i ψψ∗ mora biti regularno iz cˇega slijedi da je i bµbµ
omedeno na horizontu. Istim zakljucˇivanjem kao prije dobivamo∫
∂E
bµdσµ = 0.
Uz izraze (4.34) i (4.35) racˇunamo josˇ
∂L
∂ψ
= ieAµψ∗,µ − e2A2ψ∗ −m2ψ∗
i
∂L
∂ψ∗
= −ieAµψ,µ − e2A2ψ −m2ψ,
cˇime jednadzˇba (4.23) postaje
∫
d4x
√−g
{
ψ
∂L
∂ψ
+ ψ,µ
∂L
∂ψ,µ
+ ψ∗
∂L
∂ψ∗
+ ψ∗,µ
∂L
∂ψ∗,µ
}
=
∫
d4x
√−g {−2e2A2ψ2 − 2m2ψ2 − 2ψ,µψ,µ − 2ieAµψψ∗,µ} = 0.
Koristec´i, otprije poznato, Ai = 0 i ψ,0 = ψ∗,0 = 0 dobivamo:
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∫
E
{
gijψ
,iψ,j +
[
m2 + g00
(
eA0
)2]
ψ2
}√−gd4x = 0. (4.36)
Ranije smo pokazali g00 ≤ 0 i gij je pozitivno definitna u E . Ako A0 6= 0 izraz pod
integralom nije pozitivno definitan. Sad c´emo pokazati da u nasˇem bazˇdarenju za
ψ 6= 0 mora biti A0 = 0. Vratimo se ocˇuvanoj struji (4.32);
j0 = −2e2A0|ψ|2. (4.37)
|ψ|2 interpretiramo kao gustoc´u vjerojatnosti nabijenih skalarnih mezona, cˇija je inva-
rijantna gustoc´a naboja
√−jµjµ. Specificˇni naboj polja (po mezonu), sˇto je fizikalni
skalar, dakle omeden, je:√−jµjµ
|ψ|2 =
√−g00j0j0
|ψ|2 =
√
−g00 (2e2A0)2.
Zakljucˇujemo da je g00 (A0)
2 omedeno. Dalje racˇunamo bµ za elektromagnetsko polje:
bµEM = Aα
∂L
∂Aα,µ
=
−1
16pi
Aαg
λρgνσ
∂
∂Aα,µ
[Aν,λ − Aλ,ν ] [Aσ,ρ − Aρ,σ] (4.38)
=
−1
16pi
(4AνA
ν,µ − 4AνAµ,ν) = −1
4pi
AνF
µν (4.39)
Lako je pokazati iz (4.38) da vrijedi b0EM = 0. Ista razmatranja kao prije daju
regularnost bµbµ na H. Jednadzˇba (4.23) za elektromagnetsko polje je∫
E
(
∂L
∂Aµ
Aµ + Aµ,ν
∂L
∂Aµ,ν
)√−gd4x = 0. (4.40)
Uvrsˇtavajuc´i
∂L
∂Aµ
= e2ψψ∗gαβ
(
δµβAα + Aβδ
µ
α
)
= −2e2ψ2Aµ
i
∂L
∂Aµ,ν
= − 1
16pi
· 4 (Aµ,ν − Aν,µ) = 1
4pi
F µν
u (4.40), i koriˇstenjem opet Ai = 0 i A0,0 = 0, dobivamo:∫
E
g00
[
1
4pi
gijF
0iF 0j + 2
(
eA0
)2 |ψ|2]√−gd4x = 0. (4.41)
Ako g00 6= 0, sˇto je uvjet da izraz u (4.36) nije pozitivno definitan, mora biti A0 E= 0.
Zakljucˇujemo da polje ψ iˇscˇezava u okolini crne rupe. Iz invarijantnosti na bazˇdarnu
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transformaciju (4.31) slijedi da rezultat vrijedi u svim bazˇdarenjima.
KOMLEKSNO NEUTRALNO SKALARNO POLJE. U slucˇaju kada je ψ komplek-
sno, neutralno skalarno polje postupak je isti kao za nabijeno, ali s minimalnim veza-
njem polja ψ za izmiˇsljeno polje Aµ. To polje nec´e doprinositi fizikalnim velicˇinama
(T µν tenzoru) zbog bazˇdarne invarijantnosti teorije, a vodi na isti rezultat.
4.3 Vektorsko polje
Analiza je vrlo slicˇna za neutralno, realno vektorsko polje Bµ mase m > 0 . Pripadni
tenzor polja je
Hµν = Bν,µ −Bµ,ν , (4.42)
a gustoc´a gustoc´a lagranzˇijana
L = −H
µνHµν
16pi
−m2B
µBµ
8pi
. (4.43)
Ponovo imamo minimalno vezanje za gravitaciju i lako dobivamo Proca jednadzˇbu u
zakrivljenom prostoru:
Hµν;ν +m
2Bµ = 0. (4.44)
Dok je Hµν tenzor potpuno analogan F µν , Bµ nije bazˇdarno invarijantan kao Aµ,
nego je jednadzˇbom (4.44) potpuno odreden iz Hµν , sˇto znacˇi da je fizikalno polje.
Izracˇunamo li
bµ ≡ Bν ∂L
∂Bν,µ
= −H
µνBν
4pi
vidimo da je b0 = 0 u staticˇnom slucˇaju, a bµbµ fizikalan skalar. Istim postupkom kao
ranije dobivamo: ∫
E
g00
[
gijH
0iH0j +m2
(
B0
)2]√−gd4x = 0. (4.45)
Iz svojstava metricˇkih elemenata zakljucˇujemo da H0i i B0 iˇscˇezavaju svugdje u E .
Ako je polje bezmaseno Bµ je bazˇdarno invarijantan, nije fizikalno polje i time ne
osigurava regularnost velicˇine bµbµ. Takvo rjesˇenje sfernosimetricˇne staticˇne crne
rupe sa bezmasenim neutralnim vektorskim poljem vec´ je poznato kao Reissner-
Nordstro¨mova crna rupa.
Za kompleksno nabijeno vektorsko polje mozˇemo, slicˇnim postupkom kao za ska-
larno polje, bez dodatnih pretpostavki, pokazati da slijedi isti rezultat, odnosno, ako
sve zbrojimo, pokazali smo da statiˇcna, sfernosimetriˇcna crna rupa ne mozˇe imati ma-
sivnu ni bezmasenu skalarnu i masivnu vektorsku kosu, nabijenu, ni neutralnu. Vidjet
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c´emo kasnije da pri zakljucˇivanju treba biti oprezan i imati na umu koje smo pret-
postavke uzeli u obzir.
4.4 Stacionarno skalarno polje
Iste, 1972. godine Bekenstein je objavio da
”
crna rupa u svom konacˇnom stanju
ne mozˇe biti okruzˇena vanjskim skalarnim, vektorskim ili spin-2 mezonskim po-
ljem” [28,29]. Do tada su Hartle [30] i Teitelboim [31] vec´ razmatrali moguc´nost in-
terakcije s crnom rupom slabom interakcijom, izmjenom neutrina. Hartle je zakljucˇio
da je takva interakcija nemoguc´a za Kerrovu crnu rupu, a Teitelboim za sfernosime-
tricˇnu crnu rupu zakljucˇuje kako joj se ne mozˇe mjeriti leptonski broj izvana. Uz
spomenuti Bekensteinov rezultat, koji c´emo u nastavku dokazati, a koji upuc´uje na
neocˇuvanje barionskog broja u fizici crnih rupa jer nema nacˇina za vanjskog opazˇacˇa
da izmjeri koliko je bariona presˇlo horizont, crne rupe se cˇine vrlo jednostavne (Kerr-
Newman rjesˇenja), a Tµν samo elektromagnetske prirode.
Sada c´emo razmotriti masivno skalarno mezonsko polje u okolini, E , stacionarne
rotirajuc´e (gµν,0 = 0) crne rupe. Po Hawkingovom teoremu [32] znamo da je okolina
osnosimetricˇna, a horizont H homeomorfan sferi. Metriku okoline mozˇemo pisati u
obliku:
ds2 = W
(
dρ2 + dz2
)
+ Adt2 +Bdϕ2 + Cdtdϕ, (4.46)
gdje su W, A, B i C neovisni o vremenskoj koordinati t i kutu simetrije ϕ. Zahtjev
za kauzalnosˇc´u u okolini (odsustvo zatvorenih vremenskih i svjetlosnih krivulja) vodi
na zakljucˇak W > 0 i mozˇe iˇscˇezavati samo u izoliranim tocˇkama ρ− z ravnine.
Horizont je, po definiciji, nesingularna svjetlosna hiperploha normale nµ. Zbog
simetrija vrijedi nt = nϕ = 0;
nµn
µ = 0 = gµνnµnν = g
ρρnρnρ + g
zznznz.
Dobivamo:
W−1
(
dρ2 + dz2
) H
= 0. (4.47)
Skalarno polje ψ mase m zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzˇbu:
ψ ;µ,µ −m2ψ = 0. (4.48)
Iz simetrija (ψ,t = ψ,ϕ = 0) slijedi:
ψ ;ρ,ρ + ψ
;z
,z −m2ψ = 0. (4.49)
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Mnozˇenjem s ψ
√−gd4x i integracijom po E dobivamo
∫
E
[(
W−1ψ,ρ
√−g)
,ρ
ψ +
(
W−1ψ,z
√−g)
,z
ψ −m2ψ2√−g
]
d4x = 0. (4.50)
Prvi cˇlan mozˇemo napisati kao
∫
E
(
W−1ψ,ρψ
)
,ρ
√−gd4x−
∫
E
ψ2,ρW
−1√−gd4x =
∫
∂E
W−1ψ,ρψnρdσ−
∫
E
ψ2,ρW
−1√−gd4x,
gdje smo koristili Stokesov teorem. nµ je normala na rub okoline ∂E (H i be-
skonacˇnost), a nµdσ vektorski element 3D hiperplohe ∂E . Analogno piˇsemo i drugi
cˇlan u (4.50) koja postaje
∫
∂E
W−1ψ (ψ,ρnρ + ψ,znz) dσ =
∫
E
[(
ψ2,ρ + ψ
2
,z
)
W−1 +m2ψ2
]√−gd4x. (4.51)
Zˇelimo pokazati da integral po rubu ∂E iˇscˇezava. Da integral po beskonacˇnosti
iˇscˇezava argumentiramo kao i u staticˇnom slucˇaju, asimptotskim ponasˇanjem polja.
Koristec´i relacije (4.26) i (4.27) mozˇemo izraziti
(
ψ2,ρ + ψ
2
,z
)
ψ2W−1 preko fizikalnih
velicˇina, regularnih na horizontu. SCB nejednakost nam daje
[
W−1ψ (ψ,ρnρ + ψ,znz)
]2 6 W−2ψ2 (ψ2,ρ + ψ2,z) (n2ρ + n2z) H= 0 (4.52)
Zadnja jednakost dolazi iz (4.47). Ostaje nam vidjeti da je dσ nesingularan. Moraju
postojati Kruskalove koordinate [33] u kojima je horizont nesingularan i u kojima
mozˇemo izraziti nµdσ. U tim je koordinatama dσ ocˇito nesingularan, a kako je inva-
rijanta slijedi da je nesingularan i u pocˇetnim koordinatama. Iz (4.52) i cˇinjenice da
je dσ nesingularan slijedi da lijeva strana jednadzˇbe (4.51) iˇscˇezava. Ako uzmemo u
obzir koje smo uvjete na W trazˇili radi kauzalnosti, vidimo da desna strana od (4.51)
iˇscˇezava samo ako je ψ E= 0.
4.5 Poopc´en Bekensteinov dokaz za skalarna polja
Primijetimo da je kljucˇno u dosadasˇnjim dokazima bilo V ′ > 0, sˇto ne predstavlja
problem ako imamo skalarno polje koje zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzˇbu, ali
se postavlja pitanje vrijedi li NHC za polja drugacˇijeg potencijala. Primjer polja od
interesa je Higgsovo polje sa potencijalom u obliku dvostruke jame i za koje je V ′ < 0
u nekim podrucˇjima. Sada c´emo pokazati da je pozitivnost gustoc´e energije polja
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dovoljan uvjet za iskljucˇivanje skalarne, minimalno vezane kose [34].
Pretpostavke:
- staticˇna, asimptotski ravna, sfernosimetricˇna metrika
- minimalno vezanje polja za gravitaciju
- nenegativna gustoc´a energije polja
Djelovanje multipleta skalarnih polja ψ, χ, ... minimalno vezanih za gravitaciju dano
je s
Sψ,χ,... = −
∫
E (I, J,K, ..., ψ, χ, ...)
√−gd4x, (4.53)
gdje je E funkcija, I ≡ gαβψ,αψ,β, J ≡ gαβχ,αχ,β, K ≡ gαβψ,αχ,β su primjeri inva-
rijanti slozˇenih od prvih derivacija polja, koje odgovaraju kineticˇkim cˇlanovima u
lagranzˇijanu. Mi c´emo se u daljnjem racˇunu, radi jednostavnosti, zadrzˇati na dva
skalarna polja (poopc´enje na viˇse je trivijalno). Tenzor energije i impulsa koji odgo-
vara djelovanju Sψ,χ je
T βα = −E δβα + 2
(
∂E
∂I
)
ψ,αψ
,β + 2
(
∂E
∂J
)
χ,αχ
,β +
(
∂E
∂K
)(
χ,αψ
,β + ψ,αχ
,β
)
. (4.54)
Opazˇacˇ 4-brzine Uα (UαUα = −1) opazˇa lokalnu gustoc´u energije
ρ =E + 2
[(
∂E
∂I
)
(ψ,αU
α)2 +
(
∂E
∂J
)
(χ,αU
α)2 +
(
∂E
∂K
)
χ,αU
αψ,βU
β
]
. (4.55)
Pretpostavljamo da polje ima vremenski Killingov vektor. Ako se opazˇacˇ giba duzˇ tog
Killingovog vektora imamo ψ,αUα, χ,αUα i ρ = E , iz cˇega slijedi
E >0. (4.56)
Ako se drugi opazˇacˇ giba relativno prema prvome 3-brzinom v, u slobodnopadajuc´em
koordinatnom sustavu, sugibajuc´em sa prvim opazˇacˇem vrijedi U0 = γ i U = γv,
gdje je γ = (1− v2)−1/2. Kada |v| → 1, cˇlanovi u (4.55) koji sadrzˇe derivacije ocˇito
dominiraju nad E , prema tome ukupno moraju biti nenegativni. Izraz u uglatoj
zagradi u (4.55) mozˇemo napisati kao kvadratnu formu
zTQz, (4.57)
gdje je
z =
 ψ,αUα
χ,αU
α
 , Q =

(
∂E
∂I
)
1
2
(
∂E
∂K
)
1
2
(
∂E
∂K
) (
∂E
∂J
)
 .
Uvjet da je kvadratna forma (4.57) nenegativna za svaki z je ekvivalentan uvjetu
da je Q pozitivno semidefinitna sˇto znacˇi da njene svojstvene vrijednosti i principalni
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minori a i b moraju biti nenegativni (vidi npr. [35]). Uvjet na svojstvene vrijednosti
od Q daje (
∂E
∂K
)2
6 4
(
∂E
∂I
)(
∂E
∂J
)
(4.58)
i (uzevsˇi u obzir da nas ne zanima trivijalno rjesˇenje u kojem su polja konstantna u
cijelom prostoru) (
∂E
∂I
)
> 0,
(
∂E
∂J
)
> 0. (4.59)
Sada pretpostavljamo postojanje staticˇnog asimptotski ravnog rjesˇenja Einsteinovih
jednadzˇbi za skalarno polje. Metriku izvan horizonta mozˇemo pisati kao
ds2 = −eυdt2 + eλdr2 + r2 (dθ2 + sin2θdϕ2) , (4.60)
gdje su ν i λ funkcije od r i trnu kao O(r−1) kada r → ∞. Takoder ψ = ψ(r) i
χ = χ(r). Horizont dogadaja H odgovara povrsˇini r = rh, gdje eν(rh) = 0 (ako postoji
viˇse takvih rh horizont odgovara vanjskom).
Zakon ocˇuvanja kojeg zadovoljava T νµ dan s (4.54) je
T νµ ;ν = 0, (4.61)
cˇija je r komponenta [√−gT rr ]′ − 12√−ggαβ,rTαβ = 0, (4.62)
gdje crtica oznacˇava ∂/∂r i √−g = eλ+ν2 r2sinθ.
Jednadzˇba (4.62) je jednaka
sinθ
[
e
λ+ν
2 r2T rr
]′
− 1
2
e
λ+ν
2 r2sinθ
[
grr,rg
rrT rr + gtt,rg
ttT tt + gθθ,rg
θθT θθ + gϕϕ,rg
ϕϕT ϕϕ
]
,
a zbog staticˇnosti i sferne simetrije T νµ je dijagonalan i vrijedi T
θ
θ = T
ϕ
ϕ , sˇto nam
omoguc´uje da je piˇsemo u obliku(
e
λ+ν
2 r2T rr
)′
− 1
2
e
λ+ν
2 r2
(
ν ′T tt + λ
′T rr + 4T
θ
θ /r
)
= 0. (4.63)
Sredivanjem izraza (4.63) i koriˇstenjem T tt = T
θ
θ = −E dobivamo(
e
ν
2 r2T rr
)′
= − (e ν2 r2)′ E . (4.64)
Integrirajmo dobivenu jednadzˇbu po % od rh do r. Cˇlan izvrijednjen u rh iˇscˇezava
jer eν(rh) = 0, a T rr je konacˇan (mora biti kako bi fizikalna invarijanta TαβT
αβ bila
konacˇna na H);
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T rr (r) = −
e
ν
2
r2
r∫
rh
(
e
ν
2 %2
)′
E d%. (4.65)
Primijetimo, eν(rh) = 0 i eν(r>rh) > 0 pa eνmora rasti s r blizu horizonta. Iz (4.65)
slijedi da, uz E > 0, dovoljno blizu horizonta mora vrijediti T rr < 0. Nadalje, izraz
(4.64) mozˇemo napisati u obliku
(T rr )
′ = −e
ν
2
r2
(
e
ν
2 r2
)′
(E + T rr ) , (4.66)
a (4.54) daje
E + T rr = 2e
−λ
[(
∂E
∂I
)
(ψ,r)
2 +
(
∂E
∂J
)
(χ,r)
2 +
(
∂E
∂K
)
χ,rψ,r
]
. (4.67)
Ranije izvedeni uvjeti (4.58) i (4.59) daju E + T rr > 0 svugdje, sˇto povlacˇi (T rr )
′ < 0
dovoljno blizu horizinta (vidi (4.66)). Kada asimptotsko ponasˇanje eν/2 → 1 stavimo
u (4.66) dobivamo (T rr )
′ < 0 . Za odrzˇavanje asimptotske ravnosti E mora padati
barem sa r−3 u limesu r → ∞ (Vidi jednadzˇbu (4.70) i pripadni komentar.). Inte-
gral u (4.65) tada konvergira i |T rr | pada asimptotski sa r−2, ali kako je (T rr )′ < 0
zakljucˇujemo da je T rr pozitivan i asimptotski se smanjuje povec´anjem r. Iz prijasˇnjih
zakljucˇaka o ponasˇanju T rr blizu horizonta zakljucˇujemo da postoji interval [ra, rb]
gdje (T rr )
′ > 0 i da T rr mijenja predznak na nekom rc; ra > rc > rb (moguc´e je viˇse
takvih intervala). Sada c´emo, pomoc´u Einsteinovih jednadzˇbi, pokazati da je takav
rezultat neostvariv. Relevantne Einsteinove jednadzˇbe su
e−λ
(
r−2 − r−1λ′)− r−2 = 8piGT tt = −8piGE (4.68)
e−λ
(
r−1λ′ + r−2
)− r−2 = 8piGT rr . (4.69)
Rjesˇavanjem prve dobivamo
e−λ = 1− 8piGr−1
r∫
rh
E r2dr − 2GMr−1, (4.70)
gdje je M konstanta integracije. Asimptotska ravnost zahtjeva E = O (r−3) asimp-
totski tako da λ = O (r−1). Takoder zahtjevamo eλ(rh) → ∞ tako da 2GM = rh (M
interpretiramo kao masu crne rupe). Iz (4.70) slijedi da je eλ > 1 u cijeloj okolini.
(Promjena predznaka nije moguc´a jer bi, uz eν > 0, znacˇila promjenu signature, sˇto
ne odgovara regularnosti rjesˇenja.). Drugu Einsteinovu jednadzˇbu piˇsemo kao
e−
ν
2 r−2
(
e
ν
2 r2
)′
=
[
4pirGT rr +
1
2r
]
eλ +
3
2r
> 4pirGT rr e
λ +
2
r
, (4.71)
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gdje nejednakost dolazi od e
λ
2
+ 3
2
> 2. U podrucˇju [rc, rb] smo nasˇli T rr > 0, iz cˇega
slijedi e−
ν
2 r−2
(
e
ν
2 r2
)′
> 0 u tom podrucˇju, a sˇto uvrsˇteno u (4.66) daje (T rr )
′ < 0, u
suprotnosti sa ranijim zakljucˇkom. Jedini nacˇin za izbjec´i kontradikciju je prihvac´anje
da su polja ψ,χ,... konstantna u okolini E , takvih vrijednosti da sve komponente T βα
iˇscˇezavaju, tj. (vidi jedn. (4.54))
E (0, 0, 0, ..., ψ, χ, ...) = 0. (4.72)
To je upravo rjesˇenje koje nam je sluzˇilo kao asimptotski rubni uvjet, tj. rjesˇenje je
identicˇno Schwarzschildovo. Ako je crna rupa elektricˇki ili magnetski nabijena, a
skalarna polja nisu vezana za elektromagnetsko, tako da vrijedi jednadzˇba (4.61),
slicˇna rasprava vodi na zakljucˇak da crna rupa mora biti Reissner-Nordstro¨mova.
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5 Kose i teoremi
Dokazi koje smo do sada vidjeli se oslanjaju na nekoliko vrlo vazˇnih pretpostavki
cˇija opravdanost nije trivijalno pitanje. Osim toga, obuhvac´aju samo jednu klasu po-
lja. Sada c´emo ukratko izlozˇiti razlicˇite modele polja materije, isticˇuc´i pretpostavku
cˇije je izostavljanje kljucˇno za postojanje kose kada je ista moguc´a. Najvazˇnije re-
zultate mozˇemo podijeliti u dvije grupe; neabelova i skalarna polja, dok je ostalih
tek nekoliko. Detaljnije informacije se mogu nac´i u navedenoj literaturi. Ako nije
drugacˇije napomenuto podrazumijevamo opc´u teoriju relativnosti u cˇetiri dimenzije
prostor-vremena. Rezultate c´emo, takoder, podijeliti po asimptotskom obliku prostor-
vremena, tj. vrijednosti kozmolosˇke konstante Λ.
5.1 Neabelova kosa
5.1.1 Λ = 0
Vec´ se u prvim Bekensteinovim dokazima dalo naslutiti da NHC nec´e nuzˇno vrijediti
za bezmasena bazˇdarna polja sa neabelovom interakcijom. Pokazat c´emo to na pri-
mjeru Einstein-Yang-Mills (EYM) sustava sa SU(2) bazˇdarnom grupom (EYM-SU(2)).
Prva solitonska rjesˇenja ovog sustava su nasˇli Bartnik i McKinnon [36], sˇto je potak-
nulo traganje za analognim rjesˇenjima koja sadrzˇe horizont.
Lagranzˇijan SU(2) bazˇdarne teorije se mozˇe pisati
LEYM = − 1
16pi
[
gµρgνσF (i)µν F
(i)
ρσ
]
= − 1
16pi
[|F |2] ,
gdje je i grupni indeks,
F (i)µν = A
(i)
ν,µ − A(i)µ,ν + gijkA(j)µ A(k)ν
i g je konstanta bazˇdarnog vezanja polja Aν . Jednadzˇba koja odgovara Bekensteino-
voj jednadzˇbi (4.40) je∫
E
d4x
√−g
[
−8piLEYM + 1
2
(
gijkA
(j)
µ A
(k)
ν
)
F (i)µν
]
= 0. (5.73)
Ako gledamo staticˇna polja i, zbog jednostavnosti, pretpostavimo A(i)0 = 0 slijedi
|F |2 > 0, ali drugi cˇlan u (5.73) nije nuzˇno pozitivan pa je ocˇito da postojanje takvog
nelinearnog cˇlana mozˇe voditi na zaobilazˇenje NHC-a. Yasskin u [37] izlazˇe me-
todu kojom se za svako rjesˇenje Einstein-Maxwell jednadzˇbi mozˇe konstruirati skup
rjesˇenja vezanih EYM jednadzˇbi bilo koje bazˇdarne grupe sa invarijantnom metri-
kom, gdje su bazˇdarna polja bezmaseni vektorski mezoni, a bazˇdarni naboji ocˇuvane
velicˇine kao izospin i hipernaboj. Sva rjesˇenja imaju istu geometriju Kerr-Newman
tipa, ali bi ih cˇestice razlicˇitih naboja mogle razlikovati. Postojanje ovih rjesˇenja ne
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iznenaduje s obzirom da SU(2) bazˇdarna grupa sadrzˇi U(1) kao podgrupu, a za koju
znamo da postoje upravo RN i Kerr-Newman rjesˇenja. Po toj analogiji se pripadna
polja i naboji opc´ih bazˇdarnih grupa takoder nazivaju elektricˇnim i magnetskim. U
tom su smislu ova rjesˇenja uronjena abelova jer je SU(2) bazˇdarni potencijal produkt
U(1) diona17 i konstantne matrice, tj. svi nelinearni cˇlanovi bazˇdarnih polja su nula.
Uronjena U(1) rjesˇenja EYM sustava su nazvana obojene crne rupe18.
Tvrdnja da su sva staticˇna rjesˇenja EYM jednadzˇbi sa konacˇnim nabojem boje uro-
njena abelova, sˇto je dokazano za SU(2) bazˇdarnu grupu, je poznata kao
”
neabe-
lov teorem c´elavosti”. Bizon dokazuje da je elektricˇni dio YM polja nula, a cˇisto
magnetske EYM jednadzˇbe imaju dvije klase rjesˇenja; abelovo sa RN metrikom i
asimptotski neabelovo sa iˇscˇezavajuc´im YM magnetskim nabojem [38,39]. Ubrzo su
i nadena takva neutralna potpuno neabelova EYM staticˇna sfernosimetricˇna SU(2)
rjesˇenja19 [40–43]. Jedini parametar za koji postoji Gaussov zakon je ADM masa
crne rupe, a za danu masu mozˇe biti viˇse razlicˇitih rjesˇenja.
Za EYM-SU(2) sustav su, osim staticˇnih sfernosimetricˇnih rjesˇenja (vidi i [44]),
nadena staticˇna osnosimetricˇna karakterizirana s dva cijela broja; broj namatanja
i broj cˇvorova funkcija bazˇdarnih polja, a moguc´e je i prosˇirenje na EYM-dilaton
(EYMD) sustav [46, 47]. Takoder se mozˇe pokazati da spomenuta staticˇna rjesˇenja
imaju rotirajuc´a poopc´enja koja, za razliku od staticˇnih, imaju neiˇscˇezavajuc´i elek-
tricˇni naboj bazˇdarnog polja, proporcionalan zamahu crne rupe [48, 49] i da postoji
grana neutralnih rotirajuc´ih crnih rupa i grana nabijenih nestaticˇnih sa iˇscˇezavajuc´im
zamahom [50]. Osim rjesˇenja za pojedinacˇne bazˇdarne grupe (vidi i [51–53]) poop-
c´enje na EYM-SU(N) sustav sa pripadnim staticˇnim sfernosimetricˇnim rjesˇenjima se
mozˇe nac´i u [54]. Jedno od prosˇirenja EYM sustava je dodavanje skalarnog dilaton-
skog polja i pripadna rjesˇenja se nazivaju dilatonske obojene crne rupe [55–59]. Takav
sustav je specijalan slucˇaj opc´enitog modela inspiriranog teorijama struna, za kojeg
postoje razlicˇite kose kvalitativno slicˇne obojenim crnim rupama [60–63].
Kao sˇto smo rekli, rjesˇenje EYM jednadzˇbi opisuje crnu rupu sa pridruzˇenim poljem
bezmasenog vektorskog mezona. S obzirom da mezoni koje opazˇamo imaju konacˇnu
masu zanima nas EYM-Higgs (EYMH) sustav zbog poznatog generiranja mase Higg-
sovim mehanizmom. EYM sustavu se mozˇe dodati triplet Higgsovog polja u adjun-
giranoj reprezentaciji, i tako dobiti crnu rupu sa kosom neiˇscˇezavajuc´eg magnetskog
naboja 20 ili dublet u fundamentalnoj, sˇto vodi na neutralna rjesˇenja [66,71].
Zanimljivo je primjetiti da, za razliku od (elektro)vakuumskih, neabelova staticˇna
rjesˇenja nisu nuzˇno sferno pa cˇak ni osnosimetricˇna [46,47,72–75].
Prva crna rupa s neabelovom kosom pronadena je kao rjesˇenje Einstein-Skyrme
17Dion je solitonsko rjesˇenje sa elektricˇnim i magnetskim nabojem.
18Rjesˇenja nose konacˇni Yang-Mills naboj, a generatori SU(3) simetrije odgovaraju gluonima, nosi-
ocima
”
naboja boje”.
19Naziv obojene crne rupe se zadrzˇao iako su rjesˇenja neutralna i odnosi se na sva EYM rjesˇenja
neovisno o bazˇdarnoj grupi.
20Takav se sustav mozˇe gledati kao crna rupa unutar ’t Hooft-Polyakov monopola (regularno soliton-
sko rjesˇenje EYMH sustava [64,65]) pa se ovakav tip rjesˇenja cˇesto naziva
”
crne rupe u monopolima”.
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modela Schwarzschildove geometrije [76], gdje u lagranzˇijan ulazi nelinearno polje
materije sa svojstvima ujedinjenja mezona i njihovih izvora, a koje je ponudio Skyrme
1961. [77], a pripadni lagranzˇijan je invarijantan na SU(2) × SU(2) transformaciju.
Numericˇki su sfernosimetricˇan model rijesˇili Droz, Heusler i Straumann [78], a puni
spektar rjesˇenja dali Bizon i Chmaj [79]. Postoje i staticˇna osnosimetricˇna rjesˇenja
bez limesa iˇscˇezavajuc´eg horizonta [80, 81]. Skyrme kosa se pokazuje linearno sta-
bilna i to po dva stabilna rjesˇenja za istu masu, jedini globalni parametar.
Stabilnost
U definiciji kose nismo spominjali njenu stabilnost, ali je ona fizikalno vazˇna jer se
kvantnomehanicˇke fluktuacije ne mogu izbjec´i i nestabilna kosa na kozmicˇkim ska-
lama vremena gotovo sigurno prelazi u vakuum. Na pitanje stabilnosti nije uvijek
lako odgovoriti i mozˇe se ispitivati na razlicˇite nacˇine, a u dosta slucˇajeva josˇ nije
poznata.
Pokazuje se da su staticˇna sfernosimetricˇna EYM rjesˇenja nestabilna za sve bazˇdarne
grupe, a Torii, Tachizawa i Maeda [82,83] ispituju EYMH rjesˇenja u kontekstu teorije
katastrofe [84, 85], posebno neutralna i nabijena nalazec´i stabilna u oba slucˇaja, a
nabijene crne rupe imaju i po dva stabilna rjesˇenja za danu masu. Takoder argu-
mentiraju da iako je Skyrme kosa stabilna, njena entropija je uvijek manja od Sc-
hwarzschildove crne rupe iste mase i zato bi se izgubila tokom formacije crne rupe,
dok monopolne imaju maksimalnu entropiju medu svim crnim rupama iste mase i
moguc´e je da su to konacˇni objekti u svemiru. Za analizu stabilnosti neabelovih kosa
vidi i [86–94].
5.1.2 Λ > 0
Eksperimentalna vrijednost kozmolosˇke konstante Λ je priblizˇno 2 · 10−35s−2 [95]21 i
svemir u kojem zˇivimo nije asimptotski ravan, vec´ negativno zakrivljen.
Torii, Maeda i Tachizawa [96] su prvi rijesˇili SU(2) EYM(Λ > 0) sustav, pripadne
staticˇne sfernosimetricˇne crne rupe nazvali kozmiˇcke obojene crne rupe i utvrdili nji-
hovu nestabilnost. Solitonska rjesˇenja istog sustava su takoder nestabilna [97,98].
5.1.3 Λ < 0
Kako asimptotski AdS rjesˇenja ne ocˇekujemo opaziti u svemiru, zanimanje za njih
je cˇesto vezano za korespodenciju anti-de Sitter prostora i konformne teorije polja
21Noviji eksperimentalni podaci se slazˇu sa navedenom vrijednosˇc´u.
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(AdS/CFT korespodencija22), kod koje je odgovarajuc´a teorija na AdSD+1 prostoru
ekvivalentna konformnoj teoriji u D dimenzija [99,100].
Crne rupe sa Yang-Millsovom kosom postoje u SU(N) EYM(Λ < 0) sustavu i sta-
bilne su pod uvjetom da je vrijednost |Λ| dovoljno velika i da nijedna magnetska
funkcija bazˇdarnog polja nema cˇvorove [101–103]. Horizont ne mora biti sferno-
simetricˇan, vec´ mozˇe biti lokalno ravan ili hiperbolicˇan [104], a i za ovaj sustav
staticˇna rjesˇenja mogu biti osnosimetricˇna [105]. Za razliku od Λ > 0 slucˇaja, u
prisutnosti negativne kozmolosˇke konstante elektricˇni dio bazˇdarnog polja ne mora
biti nula za postojanje pravih neabelovih rjesˇenja i takva dionska SU(2) rjesˇenja su
karakterizirana sa ADM masom i neabelovim elektricˇnim i magnetskim nabojem. Za
viˇse detalja vidi npr. [106,107] i [108] za vezu sa D = 11 supergravitacijom.
5.2 Skalarna kosa
Vidjeli smo Bekensteinove dokaze da oko staticˇne sfernosimetricˇne crne rupe ne mozˇe
biti staticˇnog sfernosimetricˇnog, svugdje regularnog skalarnog polja minimalno ve-
zanog za gravitaciju sa potencijalom V ′ > 0 svugdje, neovisno o teoriji gravitacije,
ni skupa omedenih staticˇnih sfernosimetricˇnih skalarnih polja minimalno vezanih,
neovisno o potencijalu, ali sa nenegativnog gustoc´om energije, u opc´oj teoriji relativ-
nosti. Postavlja se pitanje sˇto je sa ukljucˇenim pretpostavkama; mozˇemo li dokazati
odsustvo kose ili nac´i rjesˇenja za svaki oblik potencijala, vezanje za gravitaciju i si-
metriju problema. Istovremeno se u literaturi nalaze razni skalarni NH-teoremi i
skalarne kose i potpuni odgovor na uvjete postojanja kose josˇ nije dan. Djelovanje
koje pokriva sˇirok raspon modela za realno skalarno polje φ je
SR =
∫
dDx
√−g
[
R− 2Λ
16pi
− 1
2
∇µφ∇µφ− ξR
2
φ2 − V (φ)
]
, (5.74)
gdje ξ odreduje vezanje polja za gravitaciju, i pritom ξ = 0 odgovara minimalnom ve-
zanju, a V (φ) je potencijal samointerakcije polja, ukljucˇujuc´i maseni cˇlan. Analogno
djelovanje za kompleksno skalarno polje je dano sa
SK =
∫
dDx
√−g
[
R− 2Λ
16pi
− 1
2
∇µψ∗∇µψ − ξR
2
ψ2 − V (ψ∗ψ)
]
. (5.75)
Podijelit c´emo rezultate opet po vrijednosti kozmolosˇke konstante uzete u model, a
radi preglednosti, i za daljnje istrazˇivanje, skrac´eni pregled dajemo u obliku tablica
u dodatku F.
22poznato i kao bazˇdarno-gravitacijska dualnost
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5.2.1 Λ = 0
Prvo nadeno rjesˇenje koje opisuje polje oko crne rupe izvan elektromagnetskog sek-
tora je BBMB23 kosa [109,110], a opisuje staticˇno sfernosimetricˇno bezmaseno ska-
larno polje konformno vezano za gravitaciju u 4 dimenzije prostor-vremena;
ξ =
D − 2
4(D − 1)
D=4
=
1
6
≡ ξc,
oko staticˇne crne rupe. Tocˇnije, za svako rjesˇenje Einstein-Maxwell-ψ (ξ = 0) sustava
postoji rjesˇenje Einstein-Maxwell-ψ (ξ = ξc) sustava. Djelovanje konformnog polja se
dobije uvrsˇtavanjem V = 0 i ξ = ξc u SR. Varijacijom djelovanja po ψ dobivamo
jednadzˇbu polja
ψ ;α,α −
R
6
ψ = 0,
i pritom se dano vezanje naziva konformno jer je s njim pripadno djelovanje inva-
rijantno na preslikavanje definirano konformnom transformacijom, tj. promjenom
skale
gµν(x)→ Ω2(x)gµν(x), ψ → Ω−1(x)ψ,
gdje x oznacˇava sve koordinate, a Ω(x) je neka funkcija sa Ω2(x) > 0. BBMB kosa
je rjesˇenje vezanih Ein.-Max.-ψ (ξ = ξc) jednadzˇbi sa horizontom regularne geome-
trije, parametrizirano elektricˇnim nabojem e i skalarnim nabojem q. Linijski element,
elektromagnetsko i skalarno polje tog rjesˇenja su redom:
ds2 = −
(
1− M
r
)2
dt2 +
(
1− M
r
)−2
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2
)
Fµν = er
−2 (δ rµδ tν − δ tµδ rν )
ψ = q (r −M)−1 , (5.76)
gdje je M =
√
e2 − 4piq2
3
. Dano rjesˇenje je prvo smatrano nefizikalnim (osim za q = 0)
jer skalarno polje divergira na H, no Bekenstein je [111], proucˇavanjem putanja
testnih cˇestica u prostor-vremenu danim sa 5.76, pokazao da jeH fizikalno regularan
jer vrijedi:
i) beskonacˇnost polja ψ nije povezana sa beskonacˇno visokom (odbojnom) po-
tencijalnom barijerom (kao beskonacˇnost elektromagnetsko potencijala u r = 0 za
odgovarajuc´i predznak naboja)
ii) ne postoje putanje testnih cˇestica (slobodnih, elektricˇki ili skalarno nabije-
nih) koje zavrsˇavaju na H u konacˇnom vlastitom vremenu
23Cˇesto nazivana Bekensteinova kosa, prvo su ju otkrili Bocharova, Bronnikov i Melnikov, sˇto nije
bilo poznato svugdje, zatim ju je neovisno ponovno otkrio Bekenstein.
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iii) plimne akceleracije (gravitacijskog, skalarnog ili elektromagnetskog pori-
jekla) su omedene na H
S obzirom da je za potpun opis rjesˇenja potreban dodatan parametar, skalarni
naboj, rezultat je crna rupa sa (sekundarnom jer ima isti broj parametara kao RN
obitelj) kosom. Bronnikov i Kireyev [112] su, medutim, pokazali da je to rjesˇenje
nestabilno pod radijalnim perturbacijama.
Iako se ovakav sustav mozˇe poopc´iti i rijesˇiti za proizvoljnu dimenziju D > 3,
crna rupa sa bezmasenom konformnom kosom postoji samo u D = 4 [113, 114] i
to je jedinstvena BBMB [115] (vidi i [116]). Ako se pretpostavi omedenost polja
svugdje i sfernosimetricˇna ne-ekstremalna RN geometrija24, prostor-vrijeme je nuzˇno
Schwarzschildovo sa poljem svugdje nula [117].
Neovisno o prihvatljivosti BBMB kao fizikalnog sustava, vazˇnost tog rjesˇenja je isti-
canje uloge vezanja promatranog polja i gravitacije i ukazivanje na to da divergencija
polja nije nuzˇno povezana sa prostorvremenskom singularnosˇc´u, te je cˇestica koja se
giba u danom prostor-vremenu ne mora opaziti, ako izravno ne interagira sa poljem.
Ocˇito pitanje je postojanje kose za neki ξ 6= 0 (za ξ = 0 je nema, kao sˇto smo
vidjeli) i ξ 6= ξc u istom modelu, i taj je problem ispitao Saa [118] i uspio dokazati
odsustvo kose za sˇirok raspon vrijednosti. Pretpostavivsˇi staticˇnost i sfernu simetriju
polja i metrike dokazao je:
1. ξ < 0 99K nema kose
2. 0 < ξ < ξc 99K nema kose ψ koja zadovoljava |ψ (r) | < ξ−1/2 ili
ξ−1 < ψ2 (r) < ξcξ−1 (ξc − ξ)−1
3. ξc < ξ 99K nema kose koja zadovoljava |ψ (r) | 6= ξ−1/2
U iduc´em radu [119], pod pretpostavkom regularnosti polja svugdje iskljucˇuje kosu
slicˇnog sustava, ali sa opc´enitijim djelovanjem
S =
∫
dDx
√−g [f (φ)R− h (φ) gµν∂µφ∂νφ] , f (φ) , h (φ) > 0 (5.77)
koje odgovara opc´enitom modelu skalar-tenzor teorija, cˇiji se kratak opis mozˇe nac´i u
dodatku C. Poopc´enje ovog dokaza na elektricˇno nabijenu crnu rupu su dali Banerjee
i Sen [120].
Za proizvoljno vezanje ξ i realno skalarno polje φ kvarticˇnog potencijala
V (φ) = λφ4, λ > 0,
24Ekstremalna RN crna rupa je ona sa M2 = Q2 + P 2.
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jedino staticˇno rjesˇenje Einsteinovih jednadzˇbi je Schwarzschildovo sa φ = 0 svug-
dje [121]. Josˇ opc´enitiji slucˇaj, slicˇno kao Banerjee-Sen, ali za opc´u relativnost i
dopusˇtajuc´i i elektricˇnu nabijenost polja su razmatrali Mayo i Bekenstein [122] i do-
kazali:
• za ξ = 0 jedino rjesˇenje je RN sa φ = 0
• oko (neutralne ili nabijene) crne rupe neutralno skalarno polje je identicˇno nula
za: ξ < 0 i nenegativan potencijal polja i za 1/2 6 ξ i nenegativan, regularan
potencijal polja
• ne postoji nabijena crna rupa sa nabijenom kosom za svaki ξ i regularan semi-
definitan potencijal polja
Pritom u svakom slucˇaju pretpostavljaju staticˇnost i sfernu simetriju polja i metrike.
Kao sˇto smo vidjeli, za multiplet realnih skalarnih polja minimalno vezanih za gra-
vitaciju je dovoljno pretpostaviti pozitivnost gustoc´e energije polja da bi dokazali da
nema sfernosimetricˇne kose oko staticˇne crne rupe (slicˇan dokaz je dao Sudarsky za
pozitivno-semidefinitan potencijal [123]). Ako izostavimo tu pretpostavku moguc´e je
nac´i rjesˇenja [124]. Najzanimljiviji je ipak sustav kompleksnog polja minimalnog ve-
zanja; (5.75) sa ξ = 0. Za bilo koji pozitivno semidefinitni potencijal V (ψ∗ψ) vrijedi
Pena-Sudarsky teorem [127] koji kazˇe da nema staticˇne sfernosimetricˇne crne rupe
sa skupom skalatnih polja razlicˇitih od nula. Pritom su za svako polje pretpostavili
harmonicˇku vremensku ovisnost
ψi (r, t) = φi (r) e
−iωit
sˇto je, kako primjec´uju, jedino prihvatljivo za staticˇnu metriku.
S druge strane, odabravsˇi
V =
µ2
2
ψ∗ψ (5.78)
Herdeiro i Radu [128] su iskoristili slobodu u izboru ansatza polja i pretpostavili:
ψ = φ (r, θ) ei(mϕ−ωt), (5.79)
gdje je φ (r, θ) realna funkcija, ω > 0 frekvencija polja i cijeli broj m, azimutalni
broj namatanja. Naime, da bi geometrija bila stacionarna i osnosimetricˇna tenzor
energije i impulsa skalarnog polja ne smije ovisiti o vremenskoj i odgovarajuc´oj kut-
noj koordinati, sˇto je postignuto odabranim ansatzom. Cˇetiri su ulazna parametra
numericˇkog rjesˇavanja Einsteinovih jednadzˇbi: broj namatanja m > 1, radijus hori-
zonta rH , frekvencija polja ω i broj cˇvorova polja n. Rjesˇenja bez cˇvorova su obicˇno
najstabilnija pa su samo njih i gledali. Nakon fiksiranja broja namatanja prebrisuje
se rH − ω prostor. Na taj nacˇin su odredili domenu postojanja kosatih crnih rupa
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(KCR) koja se s jedne strane preklapa sa Kerrovim rjesˇenjima, a s druge prelazi u
rotirajuc´e bozonske zvijezde25, bez staticˇnog limesa. Jedini globalni parametri su M i
J i postoje KCR sa istim M i J kao Kerrove crne rupe od kojih mogu imati vec´u entro-
piju pa svakako nemamo jedinstvenost, a ni adijabatski raspad u Kerrovu crnu rupu.
Zanimljivo je, iako ne iznenaduje jer isto vrijedi za bozonske zvijezde, da KCR mogu
narusˇiti Kerrovu granicu J 6 M2. Za astrofizicˇku relevantnost crne rupe je vazˇna
njena masa koja je u ovom slucˇaju maksimalno ∼ M2Pl/µ, sˇto dosezˇe Suncˇevu masu
za masu polja µ ≈ 10−11eV , a takve cˇestice nisu poznate. Prijedlog je da se ta granica
pomakne drugacˇijim potencijalom i to je istrazˇeno dodavanjem u lagranzˇijan cˇlana
λψ4 ili βψ6−λψ4 [130] ali u oba slucˇaja masa (zarobljena unutar) horizonta zadrzˇava
tu granicu, dok ADM masa mozˇe rasti. Ako se ovaj rezultat mozˇe prosˇiriti na opc´i
potencijal, postojanje ovakve kose je moguc´e samo za ultralaka skalarna polja. Puna
domena postojanja KCR sa kvarticˇnom samointerakcijom do n = 8 je dana u [131].
Iz perspektive bozonskih zvijezda KCR rjesˇavaju dotadasˇnji problem dodavanja male
crne rupe u centar bozonske zvijezde, kao sˇto se mozˇe u druge solitone, samo sˇto u
ovom slucˇaju taj soliton mora rotirati. Pitanje stabilnosti nije razjasˇnjeno, ali autori
sugeriraju stabilnost nekih rjesˇenja na relevantnim vremenskim skalama. Detaljnu
analizu rjesˇenja daju u [132] gdje ukazuju i na to da stacionarno skalarno polje oko
rotirajuc´e crne rupe mozˇe postojati i za V = 0 ili neminimalno vezanje.
U poglavlju 4.2 smo prosˇli kroz Bekensteinov dokaz za nepostojanje masivnog
kompleksnog skalarnog polja oko rotirajuc´e crne rupe pa je vazˇno primijetiti kako su
ga Herdeiro i Radu zaobiˇsli, a radi se o razlici simetrije polja i pozadinskog prostor-
vremena. Prikladno su drugi cˇlanak na tu temu nazvali
”
Novi zaokret za kosu crnih
rupa” jer se u viˇse slucˇajeva razlika simetrije pokazala kljucˇnom. Tu temu detaljnije
obradujemo u 6. poglavlju.
Posebnu skupinu skalarne kose cˇine dilatonske crne rupe, koje je prvo nasˇao Gib-
bons [133] u N = 4 supergravitaciji i to je rjesˇenje parametrizirano sa masom,
6 elektricˇnih i 6 magnetskih naboja. Razna slicˇna rjesˇenja se mogu nac´i u efek-
tivnim niskoenergetskim teorijama struna, a opc´enito nose konacˇan dilatonski na-
boj [134–137]. Postoje i rotirajuc´a rjesˇenja [138], a kratak opis ovih teorija, metode
dobivanja rjesˇenja i pregled nadenih kosa (do 1992. god.) se mogu nac´i u [139].
5.2.2 Λ > 0
I za pozitivnu kozmolosˇku konstantu bolje su istrazˇene staticˇne, sfernosimetricˇne
crne rupe sa pridruzˇenim poljima iste simetrije i sljedec´e se odnosi na njih. Za djelo-
vanje (5.74) sa Λ > 0 nema minimalno vezane skalarne kose, bezmasene ili konvek-
snog potencijala (V ′′ > 0), dok ima za potencijal u obliku dvostruke jame, pod uvje-
25Bozonske zvijezde su stabilne konfiguracije kompleksnih skalarnih polja vezanih gravitacijom koje
se prvi put pojavljuju u [194].
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tom da vrijedi DEC. Dano rjesˇenje je nestabilno na linearne perturbacije [140]. Meto-
dom vrlo slicˇnom Bekensteinovoj, odsustvo minimalno vezane kose konveksnog po-
tencijala dokazuju Bhattacharya i Lahiri [141] koristec´i Einsteinove jednadzˇbe samo
za pretpostavku omedenosti kvadrata norme tenzora energije i impulsa TµνT µν ≡ T 2.
Takoder, sferna simetrija nije kljucˇna u njihovom dokazu.
Konformno vezano bezmaseno ili masivno polje bez drugog potencijala samoin-
terakcije je nuzˇno nula [142]. Naprotiv, ako je polje bezmaseno i s kvarticˇnom sa-
mointerakcijom (MTZ model) rjesˇenje postoji i za neutralnu i za elektricˇno nabijenu
crnu rupu [143]. Rasprava o tom rjesˇenju se mozˇe nac´i u [144] cˇiji je zakljucˇak
da u MTZ modelu nema (prihvatljive) stabilne kose. Dokazano je da netrivijalnog
rjesˇenja nema za potencijal V = 0 neovisno o vrijednosti vezanja ξ i dimenziji prostor-
vremena D > 4 [145,146].
Spomenuti NH-teorem za realno minimalno vezano polje konveksnog potencijala
se mozˇe dokazati i za stacionaran osnosimetricˇan slucˇaj [147], gdje se Einsteinove
jednadzˇbe koriste opet samo u pretpostavci omedenosti T 2, a vazˇna pretpostavka
dokaza je komutativnost pripadna dva Killingova vektora.
5.2.3 Λ < 0
Kao i u asimptotski de Sitter slucˇaju, ni u asimptotski anti de Sitter slucˇaju nema
minimalno vezane kose konveksnog potencijala ili s V = 0 . Simetricˇna potencijalna
jama
V (ψ) =
λ
4
(
ψ2 − v2)2 ,
s druge strane, i asimetricˇna daju netrivijalna rjesˇenja od kojih su neka stabilna u
odredenom rasponu parametara jame [148].
Odabirom posebnih negativnih oblika potencijala polja minimalno vezanog za gravi-
taciju Mart´ınez, Troncoso i Zanelli nalaze razlicˇita rjesˇenja cˇija je stabilnost odredena
gornjom granicom mase neutralne ili elektricˇno nabijene crne rupe [149,150].
Realno polje potencijala V = 0 i proizvoljnog vezanje ispituja Winstanley [145] i
pod pretpostavkom regularnosti polja dokazuje da za ξ < 0 nema kose, za 0 < ξ < 3/16
postoje stabilne i za 3/16 < ξ nestabilne kose. Granicu nestabilnosti ξ = 3/16 mozˇemo
shvatiti ako pogledamo oblik jednadzˇbe skalarnog polja u asimptotskom podrucˇju;
∇µ∇µψ = 4ξΛψ.
Vidimo da 4ξΛ mozˇemo poistovjetiti sa (negativnim) kvadratom mase polja m2∗.
Breitenlohner-Freedman granica [151,152] kazˇe da polja sa
m2∗ <
3Λ
4
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uzrokuju nestabilnost AdS prostor-vremena. U promatranom slucˇaju Breitenlohner-
Freedman granica odgovara upravo ξ = 3/16.
Za konformno vezanje i potencijal (5.78) sa µ > 0 nalazi stabilna rjesˇenja [142],
a za isto vezanje i V = 0 ili V ∝ ψn postoje stabilna rjesˇenja u D > 4 sa ne nuzˇno
sfernosimetricˇnim horizontom.
Vratimo se malo na slucˇaj Λ = 0. Unatocˇ raznim dokazima za skalarna polja,
Higgsova kosa u Einsteinovoj gravitaciji je moguc´a u obliku Nielsen-Olesen [153]
strune probodene kroz crnu rupu [154]. Pripadni lagranzˇijan sustava je
L = Dµψ†Dµψ − 1
4
F µνFµν − U
(
ψ†ψ
)
, (5.80)
U
(
ψ†ψ
)
=
λ
4
(
ψ†ψ − η2)2 ,
gdje je ψ kompleksno skalarno polje, Dµ = ∇µ + ieAµ uobicˇajena bazˇdarna ko-
varijantna derivacija i Fµν snaga polja Aµ. Autori su krenuli od pitanja interakcije
kozmicˇkih struna i crnih rupa i nasˇli stabilno osnosimetricˇno rjesˇenje. Netrivijalna
topologija i konfiguracija polja omoguc´uju zaobilazˇenje navedenih skalarnih NH-
teorema. Za isti model, ali sa ukljucˇenom kozmolosˇkom konstantom i elektricˇnim
nabojem crne rupe, rezultat se mozˇe poopc´iti na stabilna rotirajuc´a rjesˇenja [155].
Prostor-vrijeme je asimptotski lokalno ravno sa deficitnim kutom26, sˇto ih ipak ne svr-
stava u asimptotski ravna prostor-vremena [156, 157] za koja se mozˇe dokazati da
u cˇisto elektricˇnom slucˇaju abelovog modela elektricˇno polje oko staticˇne crne rupe
iˇscˇezava. Pritom to vrijedi za lagranzˇijan 5.80 sa nenegativnim potencijalom U
(
ψ†ψ
)
neiˇscˇezavajuc´e vakuumske ocˇekivane vrijednosti. Konkretno za Higgsov model (je-
dinstveni minimum potencijala), skalarno polje ima vakuumsku ocˇekivanu vrijednost
svugdje u okolini [158].
Spomenimo josˇ jedno rjesˇenje, takoder u Einsteinovoj gravitaciji vezanoj za ska-
larno polje sa spontanim lomom simetrije. Radi se o O(3) izovektorskom skalarnom
polju, a rjesˇenje je staticˇno, sfernosimetricˇno asimptotski ravno i u limesu iˇscˇezavaju-
c´eg horizonta daje regularnu konfiguraciju nalik cˇestici [159]. Model je razmatran
ranije i, sa drugim odabirom parametara, nadena su slicˇna rjesˇenja, ali cˇija ukupna
masa divergira [160].
26Ukupan zbroj kuteva u punom krugu ne daje 360°.
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5.3 Ostala polja
Sˇto se ticˇe polja spina 2, kao sˇto smo rekli, ne mozˇe se pridruzˇiti staticˇnoj sferno-
simetricˇnoj, asimptotski ravnoj crnoj rupi [29]. Koristec´i vec´ spomenutu metodu sa
minimalnim koriˇstenjem Einsteinovih jednadzˇbi Bhattacharya i Lahiri [161, 162] su
isto dokazali za stacionarnu osnosimetricˇnu asimptotski de Sitter 4D crnu rupu, a
isti rezultat dobivaju zamjenjujuc´i polje masivnim spin-1/2 poljem (spinor). Razma-
trajuc´i spinore zanemaruju njihovo djelovanje na metriku jer se za njih ne mozˇe pos-
taviti nikakav klasicˇni energijski uvjet. Rezultat se slazˇe sa spomenutima Hartleovim i
Teitelboimovim, a vrijedi i za asimptotski ravno prostor-vrijeme, pod pretpostavkom
odgovarajuc´eg asimptotskog trnjenja spinornih polja, i Anti de Sitter ako dodamo
uvjet m2 > 5/4|Λ|.
Spin-2 kosa je moguc´a ipak oko staticˇne sfernosimetricˇne asimptotski ravne crne
rupe u obliku gravitonske kose u teorijama sa masivnim gravitonom [163], zbog
nelinearne interakcije. Razmatrano tenzorsko polje je i samo nosioc gravitacijske sile.
Zˇelec´i samo dokazati postojanje kose u takvim teorijama, autori uzimaju lagranzˇijan
sa dva interagirajuc´a spin-2 polja gµν i fµν bez dodatnih polja materije;
L = √−g
[
m2gRg +m
2
f
√
f
g
Rf − 2m4vV (g, f)
]
.
f i g su determinante pripadnih metrika, a Rg i Rf Riccijevi skalari, m−2g = 16piG =
16pi, m−2f = 16piG odgovarajuc´a gravitacijska vezanja, i mv je zadan u terminima mg,
mf i parametara potencijala.
Kao sˇto smo vidjeli u poglavlju 4.3, staticˇna sfernosimetricˇna crna rupa ne podrzˇava
masivno vektorsko (Proca) polje (vidi i [165]), no taj se teorem ne odnosi na ma-
sivno vektorsko polje neabelove interakcije (ENAP27) i takva je kosa moguc´a [71], i
na nju se odnosi analiza stabilnosti u okviru teorije katastrofe spominjana u poglavlju
5.1.1. Drugi nacˇin zaobilazˇenja Bekensteinovog teorema je razlika simetrije polja i
prostor-vremena, tocˇnije, da polje ima harmonicˇku vremensku ovisnost, a prostor-
vrijeme je stacionarno. Rjesˇenje koje opisuje stacionarnu, asimptotski ravnu, osno-
simetricˇnu crnu rupu i paran broj realnih (ili proizvoljan broj kompleksnih) Proca
polja su dali Herdeiro i Radu [166], te prosˇiruju NH-teorem za staticˇnu sfernosime-
tricˇnu crnu rupu, ako se dopusti harmonicˇka ovisnost polja, tj. rotacija je nuzˇna za
postojanje kose. Bekensteinov teorem za Proca polje oko asimptotski ravne staticˇne
crne rupe se mozˇe poopc´iti na prostor-vrijeme sa Λ > 0, a isto vrijedi i za stacionaran
osnosimetricˇan slucˇaj [141, 147]. Zilha˜o, Witek i Cardoso [167] numericˇkom inte-
gracijom Ein.-Proca sustava jednadzˇbi ispituju interakciju crne rupe i polja i ukazuju
na vjerojatnu stabilnost kose.
27Einstein-non-Abelian-Proca
38
Crne rupe sa diskretnim bazˇdarnim nabojima. Kvantna kosa povezana sa dis-
kretnim bazˇdarnim nabojem se mozˇe pojaviti kada lom lokalne kontinuirane bazˇdarne
simetrije ostavi neslomljenom diskretnu podgrupu bazˇdarne grupe. Uzmimo na pri-
mjer U(1) bazˇdarnu teoriju sa dva skalarna polja η i ζ, naboja pe i e. Efektivna ni-
skoenergetska teorija je tada teorija jednog kompleksnog polja ζ, invarijantna na
transformaciju
ζ → e2pii/pζ.
Upadanjem ζ kvanta u crnu rupu, pripadni naboj ostaje, u principu, mjerljiv izvana
rasprsˇenjem strune. [168]
U [169] je detaljan opis dvaju tipova kvantne kose koja eksponencijalno trne s uda-
ljenosˇc´u od horizonta, mjerljive istim tipom rasprsˇenja; jedan je vezan za diskretan
bazˇdarni naboj, a drugi za magnetski naboj boje.
Aksionska kosa. Prva poznata stabilna, dinamicˇka nebazˇdarna kosa je bezma-
sena aksionska. Rotacija crne rupe djeluje kao izvor kose, a u staticˇnom slucˇaju tu
ulogu ima postojanje i elektricˇnog i magnetskog naboja [170–172]. Tenzor energije
i impulsa ovakvog aksiona iˇscˇezava, tako da nema utjecaj na pozadinsko prostor-
vrijeme, ali je ukupni aksionski naboj razlicˇit od nula u principu mjerljiv.
Razni fizikalni mehanizmi u teoriji struna i slicˇnim teorijama (otkuda i dolaze modeli
aksionskog polja) generiraju masu aksiona i takva je staticˇna masivna kosa takoder
poznata [173], a slicˇno rjesˇenje se mozˇe nac´i i za Schwarzschild-de Sitter prostor-
vrijeme [141].
5.4 ”Duljina” kose
Sudarsky [123] je u analizi YM kose dosˇao do rezultata da se ona nuzˇno prostire dalje
od 3rH/2, gdje je rH radijus horizonta i predlazˇe daljnju istragu o univerzalnosti
tog rezultata. Vezano za to Nu´n˜ez, Quevedo i Sudarsky objavljuju rad [174] koji
zapocˇinje ovakvom fizikalnom raspravom:
U nadenim stabilnim kosama je kljucˇan nelinearan karakter materije; interakcija
izmedu dijela polja koje bi bilo uvucˇeno u crnu rupu i dijela koje bi bilo izracˇeno
omoguc´ava stabilnost kose iz cˇega mozˇemo pretpostaviti da duljina kose ima granicˇnu
donju vrijednost duljine, tj. raspona prostiranja od crne rupe. Isticˇu da je teorem ko-
jeg dokazuju, a kojeg c´emo sada izlozˇiti, primjenjiv na sve do tada nadene kose.
Teorem: Ako je
ds2 = −e−2δµdt2 + µ−1dr2 + r2 (dθ2 + sin2θdφ2)
linijski element asimptotski ravnog prostor-vremena sfernosimetricˇne crne rupe,
koje zadovoljava Einsteinove jednadzˇbe sa poljima materije za koje vrijedi WEC,
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cˇiji je trag tenzora energije i impulsa nepozitivan i cˇija gustoc´a energije raste
prema nuli brzˇe od r−4, onda je funkcija
W ≡ e−δr4T rr (5.81)
negativno-semidefinitna na H i pada izmedu rH i r0, gdje je r0 > 32rH i za neki
r > r0 pocˇinje rasti prema asimptotskoj vrijednosti nula.
Teorem kazˇe da asimptotsko ponasˇanje polja ne mozˇe pocˇeti prije nekog
r > r0 >
3
2
rH ,
tj. da se kosa mora protezati barem do te vrijednosti. Dakle, predlazˇu da NHC vrijedi
u obliku ”crne rupe nemaju kratku kosu”.
Godinu kasnije Brown i Husain [175] pokazuju da ta pretpostavka o kratkoj kosi
ne vrijedi u najˇsirem smislu jer su nasˇli sfernosimetricˇno staticˇno rjesˇenje crne rupe
sa pridruzˇenim anizotropnim poljem proizvoljne duljine prostiranja od crne rupe.
Fizikalna slika je da materija mozˇe opstati u jakom gravitacijskom polju bez kolapsa
samo ako su joj unutarnji tlakovi dovoljno veliki, sˇto se mozˇe pojaviti u anizotropnom
fluidu. Kao i u kasnijem radu Herdeira i Radua, kojeg smo vec´ spominjali, kljucˇna je
razlika simetrije metrike i polja materije.
Stabilnost argumentiraju pokazujuc´i da dobiveno rjesˇenje mozˇe nastati sferno-
simetricˇnim gravitacijskim kolapsom, iako napominju da bi prihvatljiviji argument
bio kad bi uspjeli pokazati da pocˇetna perturbacija ne raste beskonacˇno s vreme-
nom.Kljucˇno u zaobilazˇenju ranijeg teorema o kratkoj kosi je da pretpostavka o ne-
pozitivnosti traga tenzora energije i impulsa ne vrijedi za anizotropni fluid.
Hod u [176] ispituje moguc´u duljinu kose oko rotirajuc´ih crnih rupa i zakljucˇuje
da mogu imati ekstremno kratku stacionarnu konfiguraciju skalarnih polja. Kon-
kretno, radi se o analiticˇkom rjesˇenju Klein-Gordon-Kerr-Newman valne jednadzˇbe
za linearizirano skalarno polje u rezˇimu velikih masa polja. U [177] postavlja pi-
tanje fizikalnog objasˇnjenja za poznatu donju granicu duljine kose 3rH/2 i isticˇe da
fotonsfera, granica podrucˇja gdje mozˇe postojati stacionarna sfernosimetricˇna konfi-
guracija i gdje ne mozˇe, Schwarzschildove crne rupe odgovara tocˇno toj vrijednosti.
Dokazuje teorem koji kazˇe da asimptotsko ponasˇanje polja ne mozˇe pocˇeti prije fo-
tonsfere. Pritom ima iste pretpostavke kao Nu´n˜ez et al., a funkcija analogna funkciji
5.81 je r4T rr . Uz malo drugacˇiju definiciju duljine kose dokazuje da mora biti dulja
od radijusa fotonsfere rγ. Takoder daje dokaz u prilog prijedlogu da uvijek vrijedi:
M −m (rγ)
m (rγ)−m (rH) > 1,
gdje je M ukupna masa definirana u asimptotskoj beskonacˇnosti, M −m (rγ) je masa
kose izvan fotonsfere, a m (rγ)−m (rH) je masa kose izmedu horizonta i fotonsfere.
Drugim rijecˇima, podrucˇje izvan fotonsfere uvijek sadrzˇi barem 50% ukupne mase
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kose. Analiticˇki provjerava predlozˇenu granicu za velike EYM crne rupe, za koje je
taj omjer 2.08, i numericˇki za EYM, EYMH, EYMD, ENAP i ES crne rupe i sve ju
posˇtuju.
S obzirom na istaknutu vazˇnost razlike simetrije materije i pozadinskog prostor-
vremena nekih rjesˇenja u iduc´em poglavlju se bavimo restrikcijama na oblik polja
zadanima simetrijom pozadinskog prostor-vremena.
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6 (Ne)nasljedivanje simetrije
Pretpostavimo da prostor-vrijeme ima izometriju generiranu Killingovim vektorskim
poljem ξa,
£ξgab = 0. (6.82)
Ako za polje materije ψ vrijedi
£ξψ = 0
kazˇemo da ono nasljeduje tu simetriju28. Za elektromagnetsko polje vrijedi
£ξFab = b ∗ Fab,
gdje je b konstantna funkcija ako je Fab nesvjetlosno, tj. ako vrijedi FabF ab 6= 0 i Fab ∗
F ab 6= 0. [178–183]. Prosˇirenje tog rezultata na prostor-vrijeme sa crnom rupom je
dano u [184]. Nasljedivanje simetrije skalarnih polja je dokazano za neke specijalne
slucˇajeve [185–188] i mozˇe se pokazati da ako je simetrija nasljedena na pocˇetnoj
hiperplohi bit c´e nasljedena kroz cijelo prostor-vrijeme [189, 190]. Najopc´enitiju
analizu za skalarna polja se mozˇe nac´i u [191] i nju c´emo ovdje izlozˇiti.
Pretpostavljamo da je prostor-vrijeme rjesˇenje gravitacijske jednadzˇbe polja oblika
Eab = 8piTab, (6.83)
gdje je Eab neki polinom Riemannovih tenzora i Tab je tenzor energije i impulsa polja
materije. Na primjer, u opc´oj teoriji relativnosti Eab je Einsteinov tenzor
Eab = Rab − 1
2
Rgab + Λgab.
Koristec´i
£ξRabcd = £ξabc... = 0, £ξ∇a = ∇a£ξ,
iz (6.82) i (6.83) slijedi
£ξTab = 0. (6.84)
Pitanje je, dakle, sˇto mozˇemo zakljucˇiti o simetriji polja iz (6.84).
28Koristimo apstraktnu indeksnu notaciju cˇija je prednost da nismo vezani za odredeni koordinatni
sustav. Kratak opis i definicije koriˇstenih operacija se mogu nac´i u dodatku D.
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6.1 Realno skalarno polje
Tenzor energije i impulsa realnog skalarnog polja φ opc´enitog potencijala V (φ) je
Tab = ∇aφ∇bφ−
(
1
2
∇cφ∇cφ+ V (φ)
)
gab. (6.85)
Kao i u poglavlju 4 izrazit c´emo potencijal preko kontrakcija tenzora energije i im-
pulsa i dimenzije prostor-vremena D:
V (φ) = −T
D
± D − 2
2D
√
DTabT ab − T 2
D − 1 ,
iz cˇega, koristec´i (6.84), imamo
0 = £ξV (φ) =
dV
dφ
£ξφ.
Dakle, kada god je V ′ (φ) 6= 0 simetrija je nasljedena. Da bi nesˇto mogli rec´i o
simetriji polja kada V ′ (φ) = 0 (npr. bezmaseno polje cˇiji je potencijal jednak nuli)
napisat c´emo Tab u obliku
Tab = ∇aφ∇bφ+ T + 2V
D − 2 gab
i uvesti velicˇinu
T (ξ)a ≡ Tabξb = (£ξφ) (dφ)a +
T + 2V
D − 2 ξa.
Djelujuc´i na nju Liejevom derivacijom i koristec´i pretpostavku o simetriji (6.84) i
V ′ (φ) = 0 (sˇto povlacˇi £ξV (φ) = 0) dobivamo
0 = £ξT (ξ) = (£ξ£ξφ) dφ+ (£ξφ) d (£ξφ) .
Josˇ jedna kontrakcija sa ξa nam daje
0 = iξ£ξT (ξ) = (£ξ£ξφ) (£ξφ) + (£ξφ) (£ξ£ξφ) =
1
2
£ξ
(
(£ξφ)
2) .
Slijedi da je £ξφ konstanta duzˇ orbite od ξa (£ξφ = a, £ξa = 0 ), tj. φ je linearna
funkcija od ζ, parametra orbite Killingovog vektora ξa. Wymanovo rjesˇenje iz 1981.
je upravo bezmaseno skalarno polje sa linearnom ovisnosˇc´u o vremenu u staticˇnom
prostor-vremenu [192].
6.2 Kompleksno skalarno polje
Dvije su uobicˇajene parametrizacije kompleksnog skalarnog polja;
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Kartezijeva ψ = ρ+ i σ
polarna ψ = Aeiα.
Pretpostavljamo da je polje netrivijalno i definiramo
f˙ ≡ £ξf, f¨ ≡ £ξ (£ξf)
za svaku skalarnu funkciju f. Nasljedenost simetrije polja odgovara ρ˙ = σ˙ = 0 ili
A˙ = α˙ = 0. Ako barem neka od funkcija
{
ρ˙, σ˙, A˙, α˙
}
iˇscˇezava kazˇemo da je simetrija
djelomicˇno nasljedena. Tenzor energije i impulsa kompleksnog skalarnog polja je
Tab = ∇(aψ∇b)ψ∗ − 1
2
(∇cψ∇cψ∗ + V (ψ∗ψ)) gab. (6.86)
Sada ne mozˇemo izraziti potencijal preko kontrakcija od Tab. Napisat c´emo (6.86) u
obliku
Tab = ∇aρ∇bρ+∇aσ∇bσ + T + V
D − 2 gab
= ∇aA∇bA+ A2∇aα∇bα + T + V
D − 2 gab.
Ideja je u obje parametrizacije izvuc´i informacije iz nekih kontrakcija jednadzˇbe
(6.84) sa Killingovim vektorom ξa. Prvo c´emo rastaviti
£ξT (ξ) = 0 (6.87)
na projekciju duzˇ ξa,
0 = iξ£ξT (ξ) = £ξ
(
Tabξ
aξb
)
, (6.88)
i na vanjski produkt sa ξa,
0 = ξ ∧ £ξT (ξ) = £ξ (ξ ∧ T (ξ)) .
6.2.1 Kartezijeva parametrizacija
Koristec´i kontrakciju
Tabξ
aξb = ρ˙2 + σ˙2 +
T + V
D − 2 N,
gdje je N ≡ ξaξa norma od ξa, i (6.88) imamo
£ξ
(
ρ˙2 + σ˙2 +
T + V
D − 2 N
)
= £ξ
(
ρ˙2 + σ˙2 +
N
D − 2 V
)
= 0. (6.89)
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Dakle, duzˇ orbita od ξa vrijedi
ρ˙2 + σ˙2 +
N
D − 2 V = υ, £ξυ = 0. (6.90)
Viˇse informacija mozˇemo dobiti postavljajuc´i neke uvjete, npr. jaki energijski uvjet,
iz kojeg slijedi υ > 0 u domeni gdje je ta = ξa vremenski.
Za konkretan slucˇaj c´emo pretpostaviti D = 4 i uobicˇajeni maseni potencijal
V = µ2ψ∗ψ = µ2
(
ρ2 + σ2
)
, (6.91)
gdje je µ masa skalarnog polja. (6.90) postaje
ρ˙2 + σ˙2 +
N
2
µ2
(
ρ2 + σ2
)
= υ. (6.92)
Pretpostavimo li djelomicˇno nasljedivanje simetrije, npr. σ˙ = 0, na nekoj otvorenoj
okolini invarijantnoj na djelovanje Killingovog vektora ξa, Oξ ⊂ M, mozˇemo integri-
rati (6.92) duzˇ orbita od ξa u toj okolini. (6.92) se svodi na
ρ˙2 + κρ2 = λ, κ =
N
2
µ2, λ = υ − κσ2, (6.93)
gdje £ξκ = £ξλ = 0. (6.93) ima tri tipa rjesˇenja; linearno, oscilatorno i eksponenci-
jalno (vidi dodatak E za potpun skup rjesˇenja), od kojih je samo jedno omedeno ili
oscilatorno, a da simetrija nije nasljedena (tip II);
ρ =
√
λ
κ
sin
(√
κ (ζ − ζ0)
)
, κ, λ > 0.
Poblizˇe razmatranje tog rjesˇenja daje vrlo stroge uvjete na ξa, naime, mora biti pros-
torno Killingovo vektorsko polje konstantne norme i ortogonalno na hiperplohu.
Analogan rezultat slijedi za pretpostavku ρ˙ = 0.
U slucˇaju kada ρ˙, σ˙ 6= 0 mozˇemo pretpostaviti neka ogranicˇenja, primjerice σ = bρ,
b˙ = 0 sˇto nas vodi opet na istu klasu rjesˇenja, a odabir b = konst. (sˇto odgovara
α = konst.) svugdje mozˇemo zakljucˇiti da su ρ˙ i,σ˙ konstante. S obzirom da za
ovakav odabir parametara tenzor energije i impulsa (6.86) kompleksnog skalarnog
polja ψ = ρ+ i σ odgovara tenzoru energije i impulsa (6.85) realnog polja
φ = ρ
√
1 + b2,
mozˇemo konstruirati rjesˇenja sa ψ iz poznatih rjesˇenja sa φ.
6.2.2 Polarna parametrizacija
Umjesto (6.89) sada imamo
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£ξ
(
A˙2 + A2α˙2 +
N
D − 2 V
(
A2
))
= 0
iz cˇega slijedi da duzˇ orbita od ξa vrijedi
A˙2 + A2α˙2 +
N
D − 2 V
(
A2
)
= λ, £ξλ = 0. (6.94)
Opet, ako vrijedi jaki energijski uvjet u D = 4 imamo λ > 0 za vremenski ξa. Pret-
postavimo li dalje djelomicˇnu nasljedenost simetrije u obliku A˙ = 0, iz (6.94) odmah
slijedi α¨ = 0, tj. α je linearna funkcija Killingovog parametra ζ. Iz (6.87) tada dobi-
vamo
A2α˙dα˙ = 0.
Po pocˇetnoj pretpostavci jeA 6= 0, dakle α˙ je konstanta unutarOξ.Ovakva, lokalizirana
Einstein-Klein-Gordon rjesˇenja odgovaraju poznatim rjesˇenjima u kontekstu bozon-
skih zvijezda, kao kandidata za kompaktne astrofizicˇke objekte [193–196].S druge
strane, pretpostavimo li α˙ = 0, D = 4 i V = µ2ψ∗ψ dobivamo opet diferencijalnu
jednadzˇbu (6.93) sa zamjenom ρ→ A i istim zakljucˇcima kao ranije; jedino rjesˇenje
sa nenasljedenom simetrijom i omedenom ili periodicˇnom amplitudom A je
A =
√
λ
κ
sin
(√
κ (ζ − ζ0)
)
, κ, λ > 0
i ξa mora biti prostorno Killingovo vektorsko polje konstantne norme i ortogonalno
na hiperplohu.
6.3 Stacionarno prostor-vrijeme sa crnom rupom
S obzirom da nas zanimaju stacionarne crne rupe, sada c´emo se okrenuti upravo
takvom prostor-vremenu. Killingov vektor stacionarnog prostor-vremena oznacˇimo
sa ka = (∂/∂t)a , a osnosimetricˇnog ma = (∂/∂ϕ)a . Pretpostavljamo da ma ima kom-
paktne orbite i prostornog je tipa u okolini crne rupe E . Ako je ka ortogonalan na
hiperplohu, k ∧ dk = 0, kazˇemo da je prostor-vrijeme staticˇno.
Ako je prostor-vrijeme stacionarno tada £kA = 0 povlacˇi £kα = konst. Ako je
kaka < 0 u cijeloj E (kao u slucˇaju staticˇnog prostor-vremena) i potencijal je (6.91),
tada £kα = 0 povlacˇi ili £kA = 0 ili je A tipa I u odnosu na parametar t ako je µ = 0,
odnosno tipa III ako je µ > 0.
Slicˇno, ako je prostor-vrijeme osnosimetricˇno £mA = 0 povlacˇi £mα = konst. S
obzirom da vrijedi mama > 0, za potencijal (6.91) i pretpostavku £mα = 0 dobivamo
da je ili £mA = 0 ili je A tipa II za parametar ϕ ako je µ > 0 i ma ortogonalan na hi-
perplohu i konstantne norme (tip I rjesˇenje za µ = 0 je iskljucˇeno zbog kompaktnosti
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orbita od ma). Analogno vrijedi zamijenom parametara A i α sa ρ i σ. Primijetimo
da za svako rjesˇenje tipa II u stacionarno osnosimetricˇnom prostor-vremenu imamo
£kA = 0 (tj. £kρ = 0 ili £kσ = 0).
Prisutnost crne rupe mozˇe zadati dodatni uvjet na skalarno polje. Na Killingovom
horizontu H [ξ] (povrsˇina ξaξa = 0) imamo ( [5], poglavlje 12)
Rabξ
aξb
H
= 0,
sˇto, koriˇstenjem Einsteinovih jednadzˇbi, daje
Tabξ
aξb
H
= 0. (6.95)
Tom se jednakosˇc´u mozˇe dokazati konstantnost elektricˇnog skalarnog i magnetskog
skalarnog potencijala na svakoj povezanoj komponenti Killingovog horizonta [197,
198] i nuzˇno nasljedivanje simetrije na H [ξ] bezmasenog realnog skalarnog polja φ
kanonskog tenzora energije i impulsa. Na primjer, ako je prostor-vrijeme staticˇno
sa pripadnim H [k], ili stacionarno sa H [χ], gdje je χa linearna kombinacija ka i
kutnog Killingovog vektora kompaktnih orbita, imamo £kφ = 0. Dakle, pretpostavke
o stacionarnosti i osnoj simetriji polja u Bekensteinovim dokazima su zapravo suviˇsne
u staticˇnom i stacionarnim osnosimetricˇnim slucˇajevima.
Za kompleksno skalarno polje jednadzˇba (6.95) povlacˇi
£ξρ
H
= 0
H
= £ξσ, £ξA
H
= 0
H
= A£ξα.
Ako polje ne iˇscˇezava na H [ξ] mozˇemo zakljucˇiti £ξα
H
= 0.
Stacionarno prostor-vrijeme sa rotirajuc´om crnom rupom tipicˇno ima ergopodrucˇje
gdje je kaka > 0. U tom podrucˇju potencijal (6.91) sa µ 6= 0 i £kα = 0 daju ili £kA = 0
ili A je tipa II u odnosu na parametar t, ali ka mora biti ortogonalan na hiperplohu,
tj. prostor-vrijeme je staticˇno i nema ergopodrucˇja. Dakle, za odabrani potencijal
iˇscˇezavanje£kα = 0, £kρ = 0 ili £kσ = 0 povlacˇi £kψ = 0, barem u ergopodrucˇju.
Prisjetimo se rjesˇenja Herdeira i Radua iz poglavlja 5.2.1 na stranici 34. Prostor-
vrijeme je stacionarno i osnosimetricˇno sa Killingovim horizontom H [χ], gdje je χa =
ka+ΩHm
a i konstanta ΩH predstavlja kutnu brzinu horizonta. U ansatzu za skalarno
polje (5.79) imaju £kA = £mA = 0 iz cˇega odmah slijedi £kα, £mα = konst.
Sumirajmo ukratko rezultate ovog poglavlja za skalarna polja. Pretpostavili smo da
postoji izometrija generirana Killingovim vektorom ξa i da je prostor-vrijeme rjesˇenje
jednadzˇbi oblika (6.83) iz cˇega slijedi (6.84), sˇto je glavna jednadzˇba iz koje dalje
izvlacˇimo informacije. Za realno skalarno polje potencijal polja mozˇemo pisati preko
kontrakcija tenzora energije i impulsa i primjenom Liejeve derivacije zakljucˇujemo da
je simetrija nasljedena kada vrijedi V ′ (φ) 6= 0. Kada imamo V ′ (φ) = 0, iz kontrakcije
Tab sa Killingovim vektorom i primjenom Liejeve derivacije zakljucˇujemo da je polje
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φ linearna funkcija Killingovog parametra orbite. U slucˇaju kompleksnog skalarnog
polja ψ takav postupak nije moguc´. Prikazali smo polje u dvije parametrizacije, po-
larnoj i Kartezijevoj. Kontrakcijama Tab sa Killingovim vektorima i primjenom Liejeve
derivacije smo ovaj put dobili diferencijalnu jednadzˇbu za funkcije polja. Radi jednos-
tavnosti, pretpostavili smo djelomicˇnu nasljedenost simetrije i analizirali svaki slucˇaj
posebno. Nasljedenost simetrije u amplitudi polja povlacˇi linearnu ovisnost o para-
metru orbite u fazi polja. Dodatna pretpostavka da je potencijal uobicˇajeni maseni
(6.91) i da je simetrija nasljedena u fazi polja daje nekoliko tipova rjesˇenja pripadne
diferencijalne jednadzˇbe, od kojih je jedno nedivergirajuc´e, a sa nenasljedenom si-
metrijom (tip II) uz uvjet da je ξa prostornog tipa, konstantne norme i ortogonalan
na hiperplohu. (Analogni zakljucˇci vrijede za funkcije Kartezijeve parametrizacije.)
Zatim smo primijenili opc´enite rezultate na stacionarno prostor-vrijeme sa crnom ru-
pom i vidjeli da postojanje Killingovog horizonta zadaje dodatne uvjete na simetriju
polja. Na kraju smo se okrenuli HR kosi i vidjeli kako iz pretpostavke o amplitudi
odmah slijedi da faza mora biti upravo takva kakvu su i pretpostavili.
Zakljucˇujemo da je razlika u simetrijama polja i metrike moguc´a i mozˇe, kao sˇto
smo vidjeli, rezultirati postojanjem kose. Ipak, simetrija polja je upravljana simetri-
jom prostor-vremena i za konkretan odabrani potencijal, rjesˇenja sa nenasljedenom
simetrijom su vrlo strogo odredena. Rezultati vrijede u slucˇaju djelomicˇnog nasljedi-
vanja, s obzirom da sasvim opc´enit slucˇaj nije razraden (osim u spomenutom slucˇaju
posebno odabrane proporcionalnosti funkcija ρ i σ, tj. A i α).
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7 Eksperimentalna provjera
Koristec´i teleskope koji mjere u podrucˇju infracrvenih valnih duljina, analizirane su
orbite zvijezda nasˇe galaksije vrlo blizu centra Sagitarius A* (Sgr A*) i jak su dokaz
da se radi o supermasivnoj crnoj rupi cˇija je masa otprilike 4 ·106Mò, gdje je Mò masa
Sunca. Teorijsko predvidanje je da velika zakrivljenost prostor-vremena blizu crne
rupe stvara tamnu sjenu okruzˇenu sjajnim fotonskim prstenom i oblik sjene je pri-
blizˇno kruzˇan. Opazˇanje sjene i njenog oblika je novi test za opc´u teoriju relativnosti
(vidi sliku 7.1). Dijametar sjene je proporcionalan masi crne rupe i skoro neovisan
o njenom zamahu. 2000. godine Falcke, Melia i Agol [199] pokazuju da je sjena
Sgr A* observabilna u submilimetarskim valnim duljinama, pod pretpostavkom da
je akrecijski disk opticˇki tanak u tom dijelu spektra. Autori stoga tvrde da je realno
ocˇekivanje slikanja horizonta Sgr A* u narednih nekoliko godina.
Zbog obrnute proporcionalnosti kutne razlucˇivosti i dijametra teleskopa, za razlu-
cˇivanje sjene Sgr A* potreban je teleskop dijametra priblizˇnog Zemljinom. Event Ho-
rizon Telescope (EHT) je projekt u kojem se koristi tehnika istovremenog prikupljanja
podataka iz teleskopa diljem Zemlje (VLBI29) [200] i efektivno se ostvaruje teleskop
dijametra jednakog razmaku najudaljenijih teleskopa. Pocˇetni podaci su potvrdili
ocˇekivanje da se radi o masivnoj crnoj rupi, a daljnjim prikupljanjem i analizom
podataka rade se precizne slike u razlicˇitim (pretezˇno submilimetarskim) valnim du-
ljinama.
Osim Sgr A*, EHT ispituje i M87, izvor radio mlazova, i ocˇekuju se odgovori na
neka pitanja vezana za kosu crnih rupa jer se sjena
”
c´elave” crne rupe razlikuje
od sjene u prisustvu kose. U [201] autori se okrec´u Kerrovoj crnoj rupi sa skalar-
nom kosom cˇija se sjena drasticˇno razlikuje od sjene Kerrove crne rupe. Opc´enito
predvidanje je manja sjena od one Kerrove istih asimptotskih naboja.
Posljedica pretpostavke da crne rupe nemaju kosu je da se svi viˇsi multipolni mo-
menti gravitacijskog polja (sjetimo se rasprave iz II.poglavlja) neutralne crne rupe
mogu izraziti kao funkcije M i J . Konkretno, kvadrupolni moment q2, najnizˇi koji c´e
se mjeriti, zadovoljava
q2 = −J
2
M
.
Observabilna provjera ove relacije je josˇ jedno ispitivanje postojanja kose oko Sgr A*.
Razni predlozˇeni testovi NHC-a se mogu grupirati u dvije grupe: ispitivanje svojstava
prostor-vremena u podrucˇju daleko i blizu od horizonta. Primjer za prvu grupu je
precizno opazˇanje orbitalne dinamike zvijezda oko Sgr A*. Testovi svojstava jakog
gravitacijskog polja crne rupe se temelje na gravitacijskim valovima generiranima
upadanjem objekata zvjezdanih masa u crnu rupu ili na elektromagnetskom zracˇenju
emitiranom iz akrecijskog diska. U modeliranju se uglavnom modificira Kerrova me-
trika parametarskim deformacijama. Pod [202, 203] navodimo josˇ neke od radova
29Very Large Baseline Interferometry
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na temu testiranja teorijskih predvidanja o poljima oko crne rupe.
Slika 7.1: Opc´a teorija relativnosti predvida da je sjena c´elave crne rupe kruzˇna (sredina),
a u prisustvu kose mozˇe biti izduljena (lijevo i desno)
Preuzeto sa
http://www.eventhorizontelescope.org/science/general_relativity.html,17.8.2016.
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8 Rasprava i zakljucˇak
Hipoteza da crne rupe nemaju kosu kazˇe da su crne rupe u konacˇnom stanju u pot-
punosti opisane sa tri parametra; masom, zamahom i elektricˇnim nabojem, koji su
definirani integralima u prostornoj beskonacˇnosti. Svako dodatno polje koje bi pri-
donosilo takvom integralu se naziva kosa. Hipoteza je potkrijepljena teoremima je-
dinstvenosti Israela i Cartera i dokazana je u raznim modelima. Prvi, Bekensteinovi,
dokazi su posebno zanimljivi zbog opc´enitosti primjenjene metode i isticanju vazˇnih
ukljucˇenih pretpostavki. Prva opc´epriznata kosa je rjesˇenje Einstein-Yang-Mills sus-
tava SU(2) bazˇdarne grupe, a njeno postojanje je omoguc´eno neabelovom prirodom
interakcije polja, sˇto vodi i na rjesˇenja u sustavima sa drugim bazˇdarnim grupama,
kao i u modelima prosˇirenima dodavanjem dilatonskog ili Higgsovog polja. Ako
se pretpostavi razlika simetrije polja materije i prostor-vremena, takoder se mogu
nac´i rjesˇenja. Medu zanimljivijima je rjesˇenje Herdeira i Radua, kompleksno ska-
larno polje usko vezano uz bozonske zvijezde. Trec´a vazˇna pretpostavka o kojoj ovisi
postojanje kose je pretpostavka o vezanju polja i gravitacije. Njena je modifikacija
dovela do prve, konformne kose. Josˇ je nekoliko nacˇina zaobilazˇenja Bekensteinovih
dokaza i pronalazˇenja kose, a ukljucˇuju negativnu gustoc´u energije polja, konacˇnu
kozmolosˇku konstantu, specijalne odabire potencijala, druge teorije gravitacije, di-
vergenciju polja na horizontu ili neku kombinaciju navedenog.
Skoro pedeset godina nakon formuliranja hipoteze o kosi nemamo potpun zadovo-
ljavajuc´i odgovor na njenu odrzˇivost. S obzirom na sva nabrojana rjesˇenja i definiciju
kose, ocˇito je da crne rupe mogu imati kosu. S druge strane, vec´ina od njih je nesta-
bilna, mikroskopski mala ili egzoticˇna, sa negativnom gustoc´om polja ili odstupanjem
od opc´e teorije relativnosti (npr. masivna gravitonska kosa). To nas navodi na za-
kljucˇak da hipoteza vrijedi za astrofiziˇcke crne rupe. U skladu s tim, napomenimo josˇ
jedan rezultat. Na pocˇetku smo rekli da gledamo gole izolirane crne rupe, tj. one u
cˇijoj okolini nema materije i izvora zracˇenja. Osim fizikalne pretpostavke da c´e nakon
dovoljno vremena vec´ina materije prijec´i horizont ili se izracˇiti u beskonacˇnost, ra-
zlog takvog modela je ipak uglavnom jednostavnost, jer znamo da su crne rupe u
svemiru cˇesto dio binarnog sustava ili su povezane s akrecijskim diskom i/ili mlazo-
vima materije. Postavlja se pitanje mijenja li to NH teorem; je li masa i dalje jedini
parametar staticˇne crne rupe, tocˇnije, mijenjaju li se njeni doprinosi multipolnim mo-
mentima prostor-vremena? Okolna materija iskrivljuje geometriju horizonta plimnim
silama i mijenja ukupne momente mjerljive iz beskonacˇnosti. Gu¨rlebeck [204] do-
kazuje da se doprinost crne rupe multipolnim momentima koji opisuju gravitacijsko
polje u beskonacˇnosti ne mijenja i zakljucˇuje da ,,iako crna rupa stavi periku, i dalje
izgleda c´elavo”.
U ovom radu smo sazˇeli rezultate u podrucˇju istrazˇivanja kose crnih rupa, od njene
definicije i prvog pojavljivanja u literaturi do moguc´ih skorih opazˇanja. Nakon de-
finiranja kose, prosˇli smo kroz Bekensteinove dokaze njenog nepostojanja u raznim
51
modelima. Zatim smo naveli pronadena rjesˇenja i istaknuli zasˇto se prijasˇnji dokaze
ne odnose na njih. Posebno smo izdvojili teorem o duljini kose i proucˇili nasljedivanje
simetrije skalarnih polja. Na kraju smo se okrenuli eksperimentalnoj provjeri rezul-
tata upoznavsˇi se sa idejom i ciljevima projekta Event Horizon Telescope.
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Dodaci
Dodatak A Varijacijski princip
Varijacijski princip kazˇe da djelovanje
S =
∫
L(φk, φk,µ)
√−gd4x
poprima ekstremalnu vrijednost u klasicˇnoj konfiguraciji polja (u rjesˇenju pripadnih
jednadzˇbi polja), odnosno, ne mijenja se u prvom redu variranja polja oko takve
konfiguracije. Pripadna promjena polja i njihovih derivacija je
φk → φk + δφk, φk,µ → φk,µ + δφk,µ.
Transformacija gustoc´e lagranzˇijana pritom je
L(φk, φk,µ)→ L(φk + δφk, φk,µ + δφk,µ) = L(φk, φk,µ) + ∂L
∂φk
δφk +
∂L
∂φk,µ
(δφk),µ (A.1)
.Slijedi:
δS = δ
∫
L(φk, φk,µ)
√−gd4x =
∫ [
∂L
∂φk
δφk +
∂L
∂φk,µ
(δφk),µ
]√−gd4x = 0.
Drugi cˇlan u uglatoj zagradi je jednak
∫
V
(
∂L
∂φk,µ
δφk
)
,µ
√−gd4x−
∫
V
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
δφk
√−gd4x
=
∫
∂V
∂L
∂φk,µ
δφk
√
γd3x−
∫
V
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
δφk
√−gd4x,
pri cˇemu smo koristili Stokesov teorem:∫
V
∇µV µ
√
|g|dnx =
∫
∂V
nµV
µ
√
|γ|dn−1x, (A.2)
gdje je ∂V rub volumena V , a γ determinanta inducirane metrike na njemu. Integral
po rubu ∂V propada jer varijacije polja trnu u beskonacˇnosti po kojoj se integrira.
Dobivamo:
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δS =
∫ [
∂L
∂φk
−
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
]
δφk
√−gd4x = 0 (A.3)
Funkcionalna derivacija δS
δφk
je definirana tako da zadovoljava
δS =
∫
δS
δφk
δφkd
4x = 0
u kriticˇnoj tocˇki i iz toga dobivamo jednadzˇbu gibanja polja
∂L
∂φk
−
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
= 0 (A.4)
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Dodatak B Ocˇuvana struja
Pogledajmo kako invarijantnost lagranzˇijana vodi na postojanje ocˇuvane struje. U
varijacijskom principu (dodatak A), iz (A.1) imamo
δL = ∂L
∂φk
δφk +
∂L
∂φk,µ
(δφk),µ. (B.1)
Ako u (B.1) uvrstimo (vidi (A.3))
∂L
∂φk
=
δS
δφk
+
(
∂L
∂φk,µ
)
,µ
dobivamo
δL =
(
∂L
∂φk,µ
δφk
)
,µ
+
δS
δφk
δφk.
Izraz ∂L
∂φk,µ
δφk ≡ jµ se naziva Noetherina struja. I vidimo da vrijedi
∂µj
µ = 0,
tj. Noetherina struja je ocˇuvana, ako vrijedi jednadzˇba gibanja polja (A.4) i la-
granzˇijan je invarijantan na infinitezimalnu transformaciju.
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Dodatak C Skalar-tenzor teorije
Skalar-tenzor (ST) teorija je opc´eniti naziv za teoriju gravitacije u kojoj gravitacijsko
polje nije predstavljeno samo metricˇkim tenzorom gµν , kao u opc´oj teoriji relativnosti,
nego i skalarnim poljem φ. Opc´enito djelovanje je
SST =
∫
d4x
√−g
[
φR− ω (φ)
φ
∇µφ∇µφ− V (φ) + Lm (gµν , ψ)
]
,
gdje je R Riccijev skalar, a Lm (gµν , ψ) je gustoc´a lagranzˇijana polja materije ukupnog
oznacˇenih sa ψ, minimalno vezanih za gravitaciju. Neki oblik ST teorije je moguc´e
rjesˇenje za dva velika problema kozmologije; inflacija i tamna energija. Pojedine ST
teorije se razlikuju po funkcijama ω (φ) i V (φ) . Prototip ST teorija je Brans-Dicke
teorija [205] sa ω (φ) = konst. i V (φ) = 0.
Hawking [206] je dokazao da su stacionarne crne rupe koje su posljedica gravita-
cijskog kolapsa mogu biti rjesˇenja Brans-Dickeove teorije ako i samo ako su rjesˇenja
i OTR-a. Taj je rezultat poopc´en [207] kasnije na opc´enite ST teorije za stacionarno
vakuumsko prostor-vrijeme, osim u slucˇaju kada;
i) je rjesˇenje linearno nestabilno ili
ii) skalarno poje je neminimalno vezan za gravitaciju i divergira negdje u prostor-
vremenu ili
iii) skalarno polje ne zadovoljava WEC.
Ovo vrijedi takoder i za tzv. f(R) teorije, u kojima se Hilbertovo djelovanje (2.7)
zamijenjuje sa ∫
f (R)
√−gdDx.
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Dodatak D Apstraktna indeksna notacija
Odlika apstraktne indeksne notacije [5] je da se ne uvodi odredena baza, vec´ se
indeksima naznacˇuje tip tenzora. Tenzor tipa (k,l) se oznacˇava slovom sa k kontra-
varijantnih i l kovarijantnih malih latinicˇnih slova,
T a1...akb1...bl .
Pritom isto slovo mora predstavljati isto mjesto u indeksima sa obje strane jednadzˇbe.
Vanjski produkt tenzora, recimo T ab i Scd, se piˇse
T abScd.
Ako odaberemo koordinatni sustav oznake komponenata piˇsemo grcˇkim slovima.
Simetrizacija i antisimetrizacija se oznacˇavaju oblim i uglatim zagradama, redom, i
definiramo:
T(a1...al)al+1... =
1
l!
∑
pi
Tapi(1)...api(l)al+1...
T[a1...al]al+1... =
1
l!
∑
pi
δpiTapi(1)...api(l)al+1...,
gdje se sumira po svim permutacijama od 1,...l i δpi je +1 za parne i −1 za neparne
permutacije.
Potpuno antisimetricˇni tenzor tipa (0,l) se naziva diferencijalna l-forma. Nekoliko
operacija sa diferencijalnim formama:
1. Vanjski produkt
(α ∧ β)a1...apb1...bq ≡
(p+ q)!
p!q!
α[a1...apβb1...bq ]
2. Vanjska derivacija
(dω)a1...ap+1 ≡ (p+ 1)∇[a1ωa2...ap+1]
3. Kontrakcija s vektorom
iXf ≡ 0, (iXω)a1...ap−1 ≡ Xbωba1...ap−1
4. Hodgeov operator
(∗ω)ap+1...am ≡
1
p!
ωa1...ap
a1...ap
ap+1...am
57
Takoder vrijedi teorem
£Xd = d£X
i Cartanova formula
£Xω = (diX + iXd)ω
iz koje slijedi
£Xf = iXdf = Xa∇af,
gdje je f je oznaka za funkciju, tj. 0-formu.
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Dodatak E Diferencijalna jednadzˇba
Promatramo nelinearnu obicˇnu diferencijalnu jednadzˇbu
(y′ (x))2 + κy (x)2 = λ
gdje su κ i λ realne konstante. Podijelit c´emo rjesˇenja na nekoliko slucˇaja:
• κ = 0
λ > 0 (tip I); y (x) =
√
λx+ C, C = konst.
λ < 0; nema realnih funkcija
• κ > 0
λ > 0 (tip II); y (x) =
√
λ
κ
sin (
√
κ (x− x0))
λ = 0; nema realnih netrivijalnih funkcija; y (x) = 0
λ < 0; nema realnih funkcija
• κ < 0
λ > 0 (tip IIIa); y (x) =
√
λ
|κ|sinh
(√|κ| (x− x0))
λ = 0 (tip IIIb); y (x) = Ce±
√
|κ|x, C = konst.
λ < 0 (tip IIIc); y (x) = |λ|
2
e±
√
|κ|(x−x0) + 1
2|κ|e
∓
√
|κ|(x−x0).
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Dodatak F Tablice sa rezultatima za skalarna polja
OZNAKE: V je potencijal polja materije, φ je oznaka za realna, a ψ za kompleksna
skalarna polja,
Vmas =
µ2
2
φ2 =
µ2
2
|ψ|2; |ψ|2 ≡ ψ∗ψ,
L je gustoc´a lagranzˇijana sustava.
Ako ne piˇse drugacˇije, podrazumijeva se D = 4 dimenzije prostor-vremena, a nave-
dena simetrija se odnosi i na metriku i na skalarna polja.
Λ > 0
L NH - teorem KOSA
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V
· ako vrijedi DEC, V = 0 ili konveksan,
sfernosimetricˇno [140,148]
bez koriˇstenja Einsteinovih jednadzˇbi:
· V konveksan, staticˇno [141]
·V konveksan, stacionarno, komutativnost
Killingovih
vektora [147]
· V -dvostruka jama,
sfernosimetricˇno [140,148]
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V − R12φ2 · V = 0 ili Vmas, sfernosimetricˇno [142]
· V = αφ4, sfernosimetricˇno,
0 < M <
√
3/16Λ, RNdS
geometrija,
nabijena ili neutralna crna
rupa [143]
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− ξ2Rφ2
· pretpostavka: φ regularan, sfernosimetricˇno:
0 < ξ, ξ 6= 1/6 [145]
ξ 6= 0, ξc, D > 4 [146]
Tablica F.1: Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna polja i Λ > 0
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Λ = 0
L NH - teorem KOSA
R
16pi − 12∇µφ∇µφ
· φ nuzˇno divergira na sfernosimetricˇnom
horizontu [27]
R
16pi − 12∇µφ∇µφ− Vmas · sfernosimetricˇno [25]
R
16pi − 12∇µφ∇µφ− R12φ2
· pod pretpostavkom da je polje omedeno na H i
geometrija neekstremalna [117]
· D 6= 4, sfernosimetricˇno [113–116]
· BBMB, divergira na H [109,110]
R
16pi − 12∇µφ∇µφ− V
· skup polja nenegativne ukupne gustoc´e energije,
sfernosimetricˇno [34]
· V pozitivno semidefinitan, staticˇno [123]
· V negativno definitnitan:
viˇse kosa, npr. [124–126]
R
16pi − 12∇µφ∇µφ− V − ξ2Rφ2
· ξ proizvoljan, V = λφ4, λ > 0, staticˇno [121]
· V = 0, D dimenzija, sfernosimetricˇno, ξ 6= 1/6
(uvjeti na |φ|!) [118];
ST poopc´enje na el. nabijenu crnu rupu [120]
R
16pi − 12∇µψ∗∇µψ − V
· V pozitivno semidefinitan, φ ∝ e−iωt,
sfernosimetricˇno [127]
· Vmas, stacionarno
prostor-vrijeme,
ψ = φ (r, θ) ei(mϕ−ωt) [128,132];
skalar-tenzor poopc´enje [131]
f (φ)R− h (φ)∇µφ∇µφ
f (φ) , h (φ) > 0
· pod pretpostavkom da je φ omeden i D > 3 [119]
− 12 [(Dαψ)∗Dαψ + ξR|ψ|2 + V
+
FµνFµν
8pi ], Dα = ∂α − ieAα
· sfernosimetricˇno, V regularan, pozitivno
semidefinitan:
ξ 6 0,1/2 6 ξ, e = 0
ξ proizvoljan, e, Aα 6= 0 [122]
P (φ,∇µφ∇µφ)
· stacionarno, osnosimetricˇno, sˇiroka klasa teorija
sa
nekanoskim skalarnim poljem [208]
Horndeski-Galileon · sfernosimetricˇno [209]
· linearno scalar-Gauss–Bonnet
vezanje, sfernosimetricˇno [210]
· josˇ nekoliko kosa;
ovisnost polja o
vremenu, npr. [211–213]
Tablica F.2: Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna polja i Λ = 0
Λ < 0
L NH - teorem KOSA
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V
· V = 0 ili konveksan, sfernosimetricˇno,
pretpostavka:
φ regularan [148]
· V sa lokalnim min. u nuli ili neg. lokalnim
ekstremom, staticˇno i ako vrijedi PET,
D dimenzija [214]
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V − R12φ2 · V = 0 ili Vmas,
sfernosimetricˇno [142]
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− ξ2Rφ2
· pretpostavka: φ regularan, ξ < 0,
sfernosimetricˇno [145]
· sfernosimetricˇno: [145]
0 < ξ < 1/6 stabilna,
1/6 < ξ < 3/16 nestabilna
· D > 4, φ nema cˇvorova [105]
0 < ξ 6 ξc stabilna,
ξc < ξ nestabilna
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V −
1
16piF
µνFµν
· V ∝ cosh4 (cφ),
sfernosimetricˇno [150]
R−2Λ
16pi − 12∇µφ∇µφ− V · V konveksan, staticˇno [141] ili stacionarno
sa komutirajuc´im Killingovim vektorima [147]
Tablica F.3: Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna polja i Λ < 0
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